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AVANT-PRO'^OS. 



\J Exposition de la méthode des Equipollences, de 
G. BeHavilis, dont j'ai publié une traduction française 
en 1 8^4i est aujourd'hui épuisée depuis plusieurs années 
déjà. Au lieu d'en donner simplement une édition nou- 
velle, il m'a paru plus utile de composer ce petit Livre 
sous une forme peut-être mieuK appropriée à nos habi- 
tudes françaises. 

Comme en 1874 (' )' j^ ^^^^ persuadé que la méthode 
des Equipollences peut rendre de très grands services 
dans un très grand nombre de questions , et qu'elle mérite 
de passer dans l'enseignement, d'autant plus qu'il n'est 
besoin, pour la connaître, d'aucun principe réellement 
étranger aux éléments de la Science. C'est surtout ce 
qui m'a décidé à faire cette nouvelle tentative. 

Je me bornerai ici à signaler les modifications les 
plus essentielles qui m'ont été suggérée s par la pratique 
de ce calcul depuis 1874. 



(') Foi> plus loin (p. i^) Exposition de la méthode des Equi- 
pollences, Préface d 
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VI AVANT-PROPOS. 

J'ai cru devoir renoncer à la Dolation spéciale -inem- 
ployée par Bellavitis pour figurer une équipollence, ainsi 
qu'au signe de perpendicularité qu'il appelle ramun. 
En dehors des difficultés typographiques qui ont bien 
leur gravité, il faut reconnaître que la multiplicité des 
signes n'est pas sans quelque inconvénient pour celui 
qui aborde une étude nouvelle. De plus, le danger 
[l'une confusion entre l'égalité géométrique et l'égalité 
ordinaire ne se produit, pour ainsi dire, jamais dans la 
pratique. Quant au signe i = \/ — i, rien n'empêche de 
lui donner, comme on doit le faire dans cette méthode, 
une signification géométrique par définition même, dès 
le début, aussi bien qu'au ramun. Je crois que sur ces 
deux points le lecteur approuvera les modifications qui 
se sont produites dans ma manière de voir, et les sim- 
plifications qui s'ensuivent. 

J'ai conservé, au contraire, le signe s pour repré- 
senter e' ou P. Celte notation est d'un usage facile dans 
une foule de questions. 

Comme l'indique le titre même de ce petit Ouvrage, 
il se divise en deux Parties : théorie, applications. 

Dans la première, qui est cependant fort courte, je 
me suis efforcé de réunir et d'exposer le plus clairement 
possible les principes essentiels de la méthode. A la ri- 
gueur, on peut dire qu'on la possède quand on a lu at- 
tentivement ces soixante pages. 

Quant aux applications, j'ai cherché surtout à les 
varier, moins pour les solutions elles-mêmes qu'en vue 
de l'emploi du calcul de Bellavitis, afin d'en montrer les 



y Google 



AVANT-PROPOS. V[l 

nombreuses ressources et d'en rendre le maniement fa- 

J'ai introduil, dans quelques Chapitres, certaines no- 
lions nouvelles ou certaines applications qui m' onl paru 
intéressantes; mais c'est surtout dans l'œu\re de Bella- 
vitis que je n'ai cessé de puiser. Si l'on trouve à cet 
Ouvrage quelques qualités, il faut en reporter l'honneur 
à l'illustre inventeur du calcul des Equipollences, au 
savant si regretté, moins apprécié peut-être de son 
vivant qu'il ne le méritait, et dont le souvenir reste, 
cependant, comme celui d'une des gloires scientifiques 
de l'Italie et de la Science moderne. 

Pour mon compte, j'éprouve quelque fierté à me dire 
que j'ai été le disciple et l'ami de cet homme de grand 
cœur et de grand esprit; et la publication de ce modeste 
Volume est comme un pieux hommage rend« à la mé- 
moire de Giusto Bellavitîa. 

C.-A. L. 

Paris, janvier 1887. 
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PRÉFACE DU TRADUCTEUR '* 

(i87i) 



La Méthode des ÉquipoUentes de M. BellaviLis esl peu 
connue en France, et seulement depuis quelques années. A 
la suite d'articles sur le Calcul directif, publiés eu 1868, 
dans \f!s Nouvelles Annales de Mathématiques, par M. Abel 
Traiison, celui-ci eut occasion de signaler les travaux pour- 
suivis depuis longtemps, en Italie, par M. Bellavitis; puis, 
l'année suivante, M. Houël, professeur à la Faculté des 
Sciences de Bordeaux, publia, dans le même Recueil, une 
intéressante exposition abrégée de la Méthode des Equi- 
pa llence s. 

« Aucun des auteurs qui ont traité ce sujet, dit M. Houël, 
n'a présenté la méthode avec autant d'étendue que le sa- 
vant professeur de Padoue, dont les travaux remontent a 
l'année ]83a; aucun ne l'a exposée sous une forme aussi 
simple et aussi bien appropriée au sujet. » 

Il me semble difficile de ne pas être de cet avis, si peu 
qu'on soit initié à la méthode en question. Peut-être n'esl- 
il pas inutile de rappeler ici rapidement en quoi consiste 
celte méthode, remarquable ei féconde. 

On y considère les droites tracées sur un plan dans des 
directions quelconques; puis, les représentant par des no- 
tations qui impliquent à la fois la grandeur et la direction, 
et cherchant à exprimer les relations géométriques qui 



(') Cette Préface a été publiée en tète de la traduction franc 
de l'Ouvrage intitulé : Exposition de la méthode des Équipollen 
de Giusto Bellavitis. Nous croyons devoir lu reproduire sans y 
changer. 
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X PRÉFACE DU TH.VBUCTEUll. 

lient entre elles les diverses parties des figuves planes, on 
arrive à établir un calcul (Calcul des Équipollences) dont 
tes règles sont les mêmes que celles du Calcul algébrique 
ordinaire. On voit que, de la sorte, on se trouve mis en 
possession d'un instrument analytique facile à manier, et 
dont l'usage est très général en ce qui touche la Géométrie 
plane. Je ne parle que pour mémoire de la fécondité de 
cette méthode : il suffît, par exemple, pour s'en convaincre, 
de parcourir un numéro quelconque de la Rivistà di Gior- 
nali que publie M. Bellavitis. 

Mais là ne se bornent pas les avantages du Calcul des 
Équipollences; il fournit en outre à l'Âlgèbve et à l'Ana- 
lyse des objets géométriques réels à la place do symboles 
imaginaires. Cependant il est indispensable de bien dis- 
tinguer la méthode d'Analyse géométrique et ses appli- 
cations à la Géométrie, des applications analytiques aux- 
quelles cette théorie se prête si heureusement. C'est 
d'ailleurs un sujet sur lequel j'aurai occasion de revenir 
tout à l'heure. 

Le grand intérêt qui s'attache à la Méthode des Equi- 
pollences me fit croire qu'il ne serait peut-être pas inutile 
de continuer l'œuvre entreprise par M. Houël, en cher- 
chant à répandre, d'une façon plus complète encore, les 
idées de M. Bellavitis sur celte matière. Choisissant l'ou- 
vrage le plus récent et le plus développé de l'illustre géo- 
mètre italien, j'en présentai la traduction aux rédacteurs 
des Nouvelles Annales de Mathématiques; ceux-ci par- 
tagèrent ma manière de voir sur l'opportunité d'une sem- 
blable publication, et voulurent bien accueillir mon ma- 
nuscrit, qui fut inséré en une suite d'articles, dans le 
courant des années i8j3 et iS^^- C'est cette même traduc- 
tion de \' Exposition de la Méthode des Équipollences que 
je viens aujourd'hui présenter au public sous forme d'un 
volume séparé. 

Cet Ouvrage remonte à iSSi. Il fut publié à Modène, 
après avoir paru d'abord dans les Mémoires de la Société 
italienne (dite des vYL), t. XXV, W" Partie. 
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PRIÎFACE nu TRADUCTEi;!!. \l 

Avant et depuis cette époq^ue, M. Bellavitis a publié sur 
les EquîpoUences de nombreux travaux ; on trouvera plus 
loin la liste des principaux d'entre eux. Dès le mois d'oc- 
tobre i832, dans les Annales de Fusinieri, i. Il, p. a5o- 
353, il avait donné un théorème 1res important et très gé- 
néral sur les propriétés de points quelconques d'un plan, 
déduites de celles de points en ligne droite; il traitait en 
même temps de plusieurs questions géométriques fort in- 
téressantes : c'est là qu'il faut chercher en définitive la 
première origine du Calcul des Équipollences. 

Il est juste de dire qu'antérieurement de nombreux tra- 
vaux avaient été faits dans le but d'interpréter les quantités 
imaginaires par des droites inclinées, tracées sur un même 
plan; mais dans aucun on ne trouve la simplicité, la lo- 
gique d'exposition de M, Bellavitis, et de plus lui seul s'est 
placé nettement sur le terrain géométrique, sans préoccu- 
pations analytiques introduites apriori. 

Celte interprétation géométrique des quantités imagi- 
naires peut être considérée comme définitivement adoptée 
désormais dans la Science; c'est la dernière à laquelle pa- 
raît s'Être arrêté Cauchy, comme il le dit si nettement au 
début de son beau Mémoire sur les quantités géométri- 
ques [Exercices d' Analyse et de Physique mathématique, 
t. IV, p. 157; 1847), et l'on sait quels merveilleux résultaU 
analytiques il a su déduire de là. 

Avant lui, etpar ordre dédales, il y alieu de citer surtout: 

Henri-Dominique Truel, qui aurait conçu l'idée fonda- 
mentale des quantités géométriques dès 1786, s'il faut s'en 
rapporter à Cauchy; 

Buée (1806); 

Robert Argand, de Genève, dont l'Ouvragé, longtemps 
épuisé, vient d'être réédité, ce qui est un grand service 
rendu a l'histoire de la Science ('); 



(') Essai sur une manière de représenter les quantités i 
ginaires dans les constructions géométriques ; 1806. { P< 
Gauthier-Villars, 1874.) 
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XII PRÉFACi; DU THABUCTKUR. 

Frasçais, Vallès (i8i3 et suiv.); 

MocRËï, auteur de la Vraie théorie des quantités néga- 
tives et des quantités prétendues imaginaires {182S, réioà- 

Faure, deGap(i845); 

Saint-Venant, etc. 

Si nous passons aux travaux récents relatifs à cette ma- 
tière, nous devons remarquer particulièrement ceux de 
MM. Briol et Bouquet sur les Fonctions doublement pé- 
riodiques et la Théorie élémentaire des quantités corn- 
plexes, par M. Houël, œiivre dont la publication complète 
n'est pas encore entièrement terminée. 

C'est vers l'époque où ce dernier et remarquable Ouvrage 
commençait à paraître, que M. Transon publiait sur le 
Calcul directif les articles dont j'ai parlé plus haut. Il s'y 
attachait surtout à faire ressortir les avantages que pré- 
sentent les nombres directifs de Mourey, particulièrement 
au point de vue des applications géométriques. 

Parmi les géomètres (antérieurs à M. Bellavitis) que 
nous venons de citer, Mourey mérite en effet une place 
spéciale. Il avait certainement compris tout le profit que 
la Géométrie pouvait tirer de la théorie des droites incli- 
nées, mais sans effectuer assez nettement la séparation si 
nécessaire entre le point de vue géométrique et le point de 
vue analytique. Nous n'en voudrions d'autre preuve que 
le passage suivant ; 

a On doit convenir, dit-il, que la Science serait beaucoup 
plus satisfaisante si l'on pouvait en baser toutes les parties 
sur des raisonnements rigoureux, sur une évidence du pre- 
mier ordre, sur des idées simples, palpables, comme celles 
des éléments de Géométrie. Eh bien, c'est là le but que je 
me suis proposé et que je crois avoir atteint. 

B Non seulement. j'ai atteint ce but, mais j'ai rencontré 
en même temps un autre résultat qui n'est peut-être pas 
moins précieux; avec un nouveau système d'Algèbre, que 
je cherchais, j'ai trouvé un nouveau système de Géométrie 
auquel je ne m'attendais pas. Ce ne sont cependant pas 
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deux sciences : ce n'est qu'une seule science, une seule 
théorie, laquelle a deux faces, l'une algébrique et l'autre 
géométrique. C'est une Algèbre émanée de la Géométrie, 
c'est une Géométrie généralisée et rendue algébrique {'), » 
La confusion ressort nettement de ce passage, et on la 
retrouve dans la brochure elle-même, où les considérations 
algébriques sont mêlées complètement avec les considéra- 
tions géométriques; ces dernières, d'ailleurs, tiennent une 
place relativement restreinte, et les applications sont peu 
nombreuses et peu liées entre elles. Peut-être aussi faiit-il 
attribuer en partie cette absence de résultats géométriques 
élégants à la complication un peu artificielle des notations 
adoptées par l'Auteur. 

L'opuscule de Mourey, paraît-il, n'était que l'abrégé d'un 
ouvrage plus considérable ; mais celui-ci n'a jamais été pu- 
blié, et il est permis de supposer qu'il ne satisfaisait pas 
aux exigences de la Géométrie d'une façon plus complète 
que la brochure, par ailleurs si intéressante, dont nous ve- 
nons de parler. 

On voit donc que, s'il faut attribuer à Mourey la priorité 
de l'idée d'appliquer à la Géométrie les principes de l'Al- 
gèbre directive, la part qui revient à M. Bellavitis n'en reste 
pas moins considérable, puisqu'il a, le premier, créé, sous 
une forme réellement méthodique, un système nouveau de 
.Géométrie analytique, lequel se prête de la façon la plus 
heureuse à un grand nombre de questions, et fournit sou- 
vent des résultats d'une extrême élégance. Le lecteur pourra 
facilement en constater quelques-uns, en étudiant les di- 
verses applications que contient la présente Exposition de 
la Méthode des Équipollences. 

Croyant devoir m'atiacher à une fidélité scrupuleuse, j'ai 
cherché à suivre le texte d'aussi près que possible, et à ne 
pas m'écarler des notations adoptées par le géomètre ita- 
lien. Les signes ^ et ^/, en particulier, me semblent indis- 



(') Préface de la Vraie théorie des quaiililés négaiWat, 
quantités prétendues imaginaires, p, vu. 
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pensables à enniloycr, si l'on veut bien s'assimiler l'eapril 
de la méthode. Le premier représente à la fois l'égtdîté de 
gi-andeur et de direction, et a conséqnemment une signifi- 
cation très différente de celle que possède le signe =. 
Quant au ramitn ^f, je crois qu'on doit l'adopter, avec 
M. Bellavitis, comme coefficient de perpendicularilé, et 
que ce signe, possédant une signification absolument géo- 
métrique, ne saurait être remplacé sans inconvénient par 
\/~i ou par i, bien qu'il soit soumis aux mêmes règles de 
calcul. 

En ce qui regarde la théorie des courbes planes, il m.e 
semble presque inutile d'insister sur l'élégance de la con- 
ception qui permet de représenter une courbe par une 
seule équipollence à paramètre variable 0M^'()((), laquelle 
indique à la fois et la courbe elle-même et la manière dont 
elle est parcourue par un point mobile. Les applications 
aux courbes contenues dans ce Volume montreront, mieux 
que tous les développements possibles, la fécondité de ce 
mode de représentation. 

A cette traduction, j'ai joint quelques additions, les- 
quelles consistent le plus souvent en développements de 
passages du texte lui-même. J'ai tâché d'en être sobre, et 
si je me les suis permises en petit nombre, c'a été avec 
l'assentiment de M. Bellavitis, et dans le but de faire con- 
naître sa méthode le plus complètement possible. 

Je manquerais à la reconnaissance si je ne remerciais ici 
l'illustre géomètre italien, pour les excellents conseils dont 
il a bien voulu m'aider, et pour sa gracieuse communica- 
tion de la plupart de ses publications sur les Equipollences. 
Malgré mon désir de restreindre autant que possible l'éten- 
due de ce Volume, il m'a paru bon d'extraire de ces divers 
Mémoires certaines questions choisies parmi les plus inté- 
ressantes, et dont j'ai formé un Appendice de quelques pages. 
Le sujet qui nous occupe n'a pas été exclusivement étudié 
par M. Bellavitis. D'importants travaux ont été publiés à 
l'étranger sur la même matière, parmi lesquels, d'après 
M. Houël, nous pouvons citer ; 
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Le Calcul de situation, de Sciiefflch (Brunswick, i85i). 
— Le Mémoire de Siebeck, sur la Représentation graphique 
des fonctions imaginaires {Journal de Mathématiques , 
i858). — Le Calcul géométrique, de Dillner (Upsala, 
1860). — La Théorie des Quaternions (') présente aussi 
une grande ressemblance avec les EquipoUences, tout en 
exigeant des règles spéciales de calcul, et peut être consi- 
dérée comme une extension à l'espace des conceptions de 
M. Bellavitis. 

Mon pen d'érudition ne m'a pas permis de me livrer, 
jusqu'à présent, à l'étude de ces divers travaux; mais la 
seule connaissance que j'en ai me fournit la preuve que les 
idées du savant professeui' de Padoue méritent à tous égards 
une sérieuse attention. Comment pourrail-on, en France, 
continuer à rester dans l'ignorance d'une méthode qui a 
pris chez nous sa première origine ( si l'on doit la rechercher 
dans les travaux de Mourey), lorsque cette méthode est 
connue et utilisée, depuis quarante ans bientôt, de l'autre 
côté des Alpes, et dans presque tous les pays où l'on cul- 
tive les Mathématiques? 

Il faut, je l'accorde, un peu de patience et de travail 
pour se familiariser complètement avec les principes du 
Calcul des EquipoUences ; mais c'est une peine bien faible 
en comparaison des ressources qu'elle fournil, et j'ai la per- 
suasion que ceux qui s'y seront attachés ne regrelteronl 
pas le temps qu'ils auront consacré à cette étude. 

(') Hamilxon, Leçons sur les Quaternmns; Dublin, i853. 
Hamilton, Éléments des Quaternions; Londres, i3S6. 
Tait, Traité élémentaire des Çuaternions; Oxford, 18G7. 
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Liste des principaux écrits de M, Bellavitis 
sur la Méthode des ËquipoUences. 

Sur quelques applications d'une Qouyelle méthode de Géc- 
raétrie analytique \Potygraphe. Janvier i833, XIII, p. 53-6i). 

Essai d'application d'une nouvelle méthode de Géométrie 
analytique (Calcul des éqoipoUences). {Annales de Fusinieri, 
1835, in-4°, t. V, p. 344-269.) 

Mémoire sur la mélhode des équipollences {Annales de Fu- 
sinieri, 1837, in-4°, t. VII, 79 pages). 

Solutions graphiques de quelques problèmes de Géométrio, 
trouvées par la méthode des équipollences {Mémoires de l'In- 
stitut de Venise, 1843, ift-4°, t. I, p. 225-267). 

Exposition de la mélhode des équipollences (Mémoires de la 
Société italienne, i854). 

Calcul des Quaternions et sa relation avec la méthode des 
équipollences {Actes de l'Institut, i858, t. III, çlMémoires de 
ta Société italienne, i858, t. I, itt-4,' 63 pages). 

Exposition des nouvelles méthodes de Géométrie analytique 
(Mémoires de l'Institut, 1860, in-4, 159 pages). 

Éléments de Géométrie, de Trigonométrie et de Géométrie 
analytique, avec adjonction de l'Exposition du Calcul des équi- 
pollences (Padoue. 1862, 196 pages). 

Revue des journaux (^cieî de l'Institut, 1859-1874). Con- 
sidérations sur la Mathématique pure {Mémoires de l'Institue, 
1867-1872). 
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ERRATA. 

Page V, dornièi-e ligne (note), au lieu de (1S76), Uses (1874 ). 

Page Ti, ligne lî en remontant, au lieu de i^, lisez i^'. 

Page 35, fig. 11. l.'angle Q devrait être droit. 

Page 60, ligne a, au lieu de j'(„_i, fees y,(„.,y 

Page 'fi, jig. 18. Le point E devrait être pris arbitrairement 

l'intériouT du parallélogramme, et non pas préciséi 

sar la diagonale. 
Page lao, ligne ■; en remontant, au lieu de M, lisez L. 
Page 3o3, ligne 11 en remontant, au lieu de n' 59, lise: n" 58, 
Page ?m, liane 5, au lieu de Y' = X', lisej: V + x'. 
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THÉORIE El APPLICATIONS 



ÉQUIPOLLENCES. 



PREMIERE PARTIE. 

THÉORIE DES ÉQUirOLLEMGES. 
CHAPITRE I. 

ADDITION ET SOUSTRACTION DES DROITES, 



DéÛnitions et notations préliminaires. 

1. La méthode des équipollences a pour objet la con- 
stitution d'un système de Géométrie analytique qui per- 
mette d'exprimer directement les propriétés d'une figure 
plane par des relations soumises aux règles du Calcul 
algébrique. Les transformations qu'on fera subir à ces 
relations donneront ensuite le moyen, soit de détermi- 
ner les constructions à effectuer pour obtenir la solution 
d'un problème, soït d'énoncer une proposition géomé- 
trique en démonstration. 

Les éléments qu'on soumet au calcul, dans la mé- 
thode des équipollences, sont des droites limitées, ou 
segments de droites, qu'on appelle aussi quantités géo- 
métriques. 
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2. Une droite limitée qui part du poinl A pour 
aboutir au point B 5e désigne par la notation AB. 
Le point A est son origine et le point B son extrémité 

Celte notation AB implique à la fois la lougnenr, l;i 
direction et le sens de la droite. 

3. Deux droites égales, parallèles et dirigées dans 
le même sens, sont dites géomèïriqiiement égales ou 

ÉQUIPOLLEHTES. 

L'expression d'une telle égalité de grandeur, de direc- 
tion et de sens s'appelle une égilité géométhique ou 

une ÉQUIPOLIEHCE. 

Nous désignerons cette expression d'égalité par le 
signe = , qui prend ainsi un sens plus étendu que celui 
qu'il possède habituellement enAlg'èbre. Mais la nature 
même des questions, et aussi iine judicieuse application 
des notations, pevmeltronl aisément d'éviter toute con- 
fusion et de distinguer dans chaque cas particulier une 
équipoUence d'une simple égalité algébrique. 

Il faut remarquer, comme conséquence de la notion 
d' équipoUence, qu'on pourra transporter une droite dans 
le plan, parallèlement à elle-même, sans altérer son 
expression géométrique. 

-4. Pour désigner la longueur d'une droite AB, 
indépendamment de ladirection de eette droite, nous 
emploierons la notation gr. AB. 

Ainsi AB = CD est «ne équipoUence qui indique que 
les deux droites AB, CD sont les côtés opposés d'un 
parallélogramme , dirigés dans le même sens ; et 
gr.AB^gr.EF est au contraire une simple égaliti' al- 
gébrique indiquant que les nombres servant à mesurer 
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i longueurs des droites AB , EF, rapportées à un 
litc c[ne\coniL[iie, sonl égaux entre eus; c'esL-à-dir 




(^ueles longueurs de ces deux droites sont égales, leurs 
directions restant d'ailleurs absolument quelconques. 

La longueur d'une droite pourra être parfois appelée 
aussi grandeur ou module de cette droite. 

5, Si deux droites ÂB, GH sont parallèles, c'est- 
à-dire si elles ont même direction, quelles qxie soient 
XQwesXoxi^^avi^ cette relation s' exprimera par la nota- 
tion AB II GH, qu'on appelle relation de parallélisme. 

6, Si deux droites AB, IJ sont de même direction 
et de même sens, et si le rapport de leurs longueurs 
^TTT sst égal à a, nombre positif, on dit que AB est 
équipollente au produit de a par IJ, et l'on écrit 
AB = a.ïJ. 

7, Une droite BA est dite opposée à AB, et l'on con- 
vient de dire que deux droites opposées sont égales et 
de signes contraires, c'est-à-dire qu'on écrit BÂ = — AB. 
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En d'autres termes, si deux droiLes sont de même lon- 
gueur, de même direction mais de sens conlraircs, leur 
rapport est égal à — i . 

8- Il suit de là, par exemple, que la relation du n" 6 
peut s'écrire AB = — a . Jl. 

D'une manière générale, deux droites AB, KL ayant 
même direction présenteront entre elles la relation 
AB=:c.KL,c étant un nombre positif ou négatif, selon 
que les deux droites seront de même sens ou de sens 
contraires. 

La relation de parallélisme du n" 5, AB]] GH, peut 
donc se remplacer par l'équipollence AB := x GH , x étant 
un certain coefficient algébrique, positif ou négatif. 

9. Comme conséquence de ce qui précède, il devient 
évident qu'on exprimera qu'un point M est situé sur 
une droite AB, en écrivant AM = a:AB, et en donnant 
au coefficient x toutes les valeurs positives ou négatives 
possibles. En faisant par exemple ^ = |, on aurait pour 
M le milieu de AB; en faisant ar= 3, on devrait, pour 
avoir M, prolonger AB en BM d'une longueur égale à 
elle-même ; en faisant a: =^ ^ i , on devrait prolonger BA 
en AM d'une longueur égale à elle-même, etc. 

10. Généralement, sans que cette convention ait rien 
d'absolu, nous représenterons les quantités algébriques 
positives ou négatives par de petits caractères romains 
ou italiques. 

Une droite pourra souvent se troiiver désignée par un 
seul symbole, et, dans ce cas, liabituellement, nous em- 
ploierons une petite capitale. Si nous écrivons par 
exemple AM = m, AB == b, l'équipollence du n" 9 pren- 
dra la forme m ^= iCB, 
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Sommes géométriques. 

11. Supposons que plusieurs droites AB,, CD, EF, 
GH {Jig- 2) soienl placées d'une manière quelconque 
dans un plan. 

Construisons l'équipollence BI = CD, c'est-à-dire 
menons, par le point B, la droite BI de même longueur, 
de même direction et de même sens que CD. Construi- 
sons de la même manière les équipollences IK = EF, 
KL = GH. 

Au lieu des droites AB, CD, EF, GH, nous aurons 
donc Ali, BI, llv, KL. Par définition, nous dirons que 




la somme géométrie/ ue, ou plus simplement la somme 
des droites données, est égale à la droite AL qui joint 
l'origine de la première à l'extrémité de la dernière. 
Nous écrirons par conséquent 

AB -+- CD -H EF -^ GH = An -!- BI + IK H- KL =- AL. 
Il est presque superflu de remarquer que la longueui 
de AL sera très différente en généra! de la somme des 
longueurs des droites données, puisque ABIKL forme 
d'ordinaire une ligne brisée. En aucun cas gr. AL ne 
saurait surpasser la somme des longueurs des droites 
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L'opération que nous venons de définir est identique 
avec la composition des forces usitée en Mécanique, 

12. Si nous considérons deux droites seulemenl, AB, 
AC{Jîg. 3), auxquelles nous supposons même origine, 
leur somme est égale à la diagonale AD du parallélo- 
gramme construit sur ces deux droites. 

Il en résulte immédiatement que l'on peut changer 
l'ordre de deux droites sans altérer leur somme, et en- 
suite que, dans une somme d'autant de droites qu'on 
voudra, on peut intervertir l'ordre de ces droites de 
toutes les manières possibles sans que la somme soit 
altérée. 

De même que l'on obtient la somme AD de deux 
droites AB, AGen construisant la diagonale duparallélo- 



gramme ; de même aussi, en formant un parallélogramme 
quelconque, dont la diagonale soit AD, nous décompo- 
sons cette droite AD en une somme de deux droites 
dont les directions peuvent être choisies à volonté. 
Cette décomposition sera fréquemment employée. 

iZ. La convention admise au n** 7 est en parfaite 
concordance avec la définition de l'addition; car si à la 
suite de la droite AB on porte BA'^= BA, le point A' 
coïncide avec A, si bien qtie la somme AB -V- BA est 
nulle. 

La définition de la soustraction sera la même qu'en 
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Arithmétique et en Algèbre, c'esl-à-dire que si 

AB-hCD = EF, 
nous (lisons que EF — CD i= AB. 

En rapportant toutes les droites à une même origine, 
faisant par exemple AG= CD, AH ^ AB + ÂG= EF, 
on reconnaît que ÂB est la somme des droites AH et 
HB =^ — AG ; c'est-à-dire que _AB = EF + DG, ce qui 
ramène toute différence à une somme géométrique. 

l-i. Il est géométriquement évident qu'aux deux 
termes de toute équipollenee nous pouvons ajouter une 
même expression géométrique; et aussi que nous pou- 
vons multiplier ou diviser les deux membres par un 
nombre quelconque positif ou négatif. 

11 suit de là qu'on pourra faire passer un terme quel- 
conque d'une équipollenee d'un membre dans l'autre, 
en changeant son signe (ou sou sens, ce qui revient au 
même). 

En un mot, il est licite d'effectuer sur les équipol- 
lences toutes les opérations qu'on effectue sur les équa- 
tions algébriques, en tant que ces opérations concernent 
l'addition, la soustraction et la m uliipli cation par des 
nombres réels. 

Principes relatifs à l'addition. 

15. Quels que soient les trois points A, B, C- on a 
toujours 

(i) AB-hBC = AC, 

équipollenee qu^ on peut encore écrire sous l'une des 
formes suivantes : 
(a) BC = AC — AB, 

(3) AB = AG — BC=GB-CA, 

(4) AB-!-BG + CA = 0. 
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Cette vérité est d'une telle évidence, d'après ce qui pré- 
cède, qu'elle se passe de toute démonstration. Mais 
l'usage de ce principe est continuel , et il importe de se 
rendre absolument familières les transformations très 
simples figurées parles équjpollences (2), (3), (4)- 

Une application constante de ce principe consiste à 
remplacer une droite quelconque MN par une différence 
ON — OM, ou encore par MO — NO, ce qui revient au 
même, O étant iin point complètement arbitraire. 

Cela peut être utile en particulier pour vérifier qu'une 
équipollence est identique par elle-même. Prenons par 
exemple AB -4- BC — AD — CD. En écrivant 

AO — BO^TÎO — CO = AO — DO — CO-i-DO, 
on reconnaît immédiatement que tous les termes se 
détruisent. 

Comme application très simple^ nous établirons ici 
cette proposition souvent utile : 

Quels que soient, les points A, 13, C, D d'un plan, 
on a toujours AB — CD = DB — CA.. 

En effet, cette équipollence revient à l'identité 

AO-BO- CO-i-DO ---^ DO — BO-COh-AO. 

Il est évident qii'on peut écrire aussi 

AB-!-CD = CB-H AD. 

16. La somme des droites équipoUentes aux côtés 
d'un polygone fermé, parcouru dans un même sens, 
est identiquement nulle. 

Ce principe découle évidemment aussi de la défini- 
tion de l'addition. Les applications en sont incessantes. 
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Condition poiir que trois points soient en ligne droite, 

17. Nous avons vu, au n" 9, qu'on exprime la condi- 
iLon qu'un point M soit situé sur la droite qui joint 
les deux points Â, B, en écrivant AM ^ ^ÂB, x étant 
un nombre réel. 

D'après le principe du n" io, on peut donner à eettc 
équipollence la forme 

OM-OA = a;(OB— OA), 

(1) OM={i — a;)0A-i-3!0B. 

X étant quelconque, on peut, à !a place de i ^ a: et x, 
écrire deux quantités «, v qui satisfassent à !a condi- 
tion u-^v = \^ ce qui donne 

(2) 0M = uOA-HwOB avec « + y = (. 

On satisfait à cette condition en posant «^ -1 

.'= -^^. d'où cette forme nouvelle 

(3) (^-^0OM = zOA-i-(OB. 

Enfin, en faisant passer tous les termes dans un seul 
sOAn-iOB- [s-hOOM =0. 

Ici 3, (, — (^ + f) sont trois coefficients quelconques, 
dont la somme est nulle. On. peut donc encore écrire 

(4) /iOA + 50li-i-/-OM =0 avec ^ + y + /■ = o. 

Par l'une quelconque des équipoUences (i), (2), 
(3), (4), on exprime que les trois points A, B, M sont 
en ligne droite. 

Bien entendu, le point O est loul à fait arbitraire. 
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18. Soient deux poinLs A, B. PoLir avoir leur poinl 
milieu M, nous écrivons ÂM = i^AB; c'est-à-dire, O étant 
arbitraire, 

OM — OA = KOlî - OA), OM = I (OA ■+- OB). 

On peut dire que la droite OM est la moyenne arith- 
métique des deux droites OA, OB. 

Par extension nous dirons que l'expression 

(0 0M= -{OA,-rOAi-i-...-' 0A„) 

est]a moyenne arithmétique de «droites OAnOA^, ..., 
0A„. 

D'après cette définition, la position du point >] est 
indépendante du point O que l'on a cLoisi ; car soit, s'il 
est possible, 

O'M'r-^ -(O'A, ;-0'A5-i-...-;- 0'A„); 
on peut écrire cette équipollence (i5) 
OM'— 00'= -(OAi- -OO'-i- OAs-- 00' -h...-!- 0A„ — 00') 

-_= i (OA, -I- Aj -i - . . . . i- 0A„) - 00', 

c'est-à-dire 

DM' = - ( OAi -h OAs -^- . . . -H OA,0. 

Retranchons-la de la relation (i), membre à membre : 

OM — 0M'=o 011 M'M = o, 

ce qui monire bien que le point IM' coïncide avec ie 
point M. 



y Google 



ADDITION ET SOUSTB.VCTIO 



19. On dira de même que la moyenne arUhniélique 
de plusieurs droites OA, OB, . . . , OL, affectées respec- 
tivement des coefficients a, b, ..., l, est donnée par 
l'expression 

(î) ON = . ^ .(((OÂ-i 60B-^...^;0L), 

et l'on établirait sans plus de peine que !e point N est 
indépendant du point arbitraire O. 

Nous ne nous arrêterons pas à démontrer que le 
point M du numéro précédent n'est autre que le centre 
des moj'ennes dislances des points Âj, A^, ., ., Â^, et 
que le point N est le centre de gravité ou barycentre 
du système des points A, B, . . ., L, en lesquels seraient 
placés les poids a, b, ..., l respectivement. 

C'est ce qu'il serait bien aisé de reconnaître en dé- 
composant toutes les droites suivant deux directions 
fiscs OX, OY, comme nous l'avons Indiqué à la fin du 
nM2. 

On pourrait aussi s'en assurer d'une manière directe. 

Les points M, N seront souvent appelés j!»0£n(5 moyens 
du système de points correspondant. 

Il est intéressant de remarquer que l'équipoUence (3) 
du n° 17 exprime que le point M est le barycentre des 
points A, B, en lesquels on aurait placé les poids z, t. 
respectivement. 

Des inclinaisons. 

20, Il y a lieu de remarquer que toutes les notions 
que nous avons établies jusqu'à présent, sur les sommes 
de droites, la multiplication des droites par des nombres 
réels et les équipoUences qui en résultent, peuvent 
s'étendre à la Géométrie de l'espace. Dans le but de 
restreindre à la Géométrie plane ce que nous avons à 



y Google 



développer maintenant, comme nous y force la nature 
même du calcul des équipoUences, noua avons à indi- 
quer le mode de mesure des directions, dont noiis avons 
parlé jusqu'ici d'une manière absolue, mais sans les 
comparer entre elles. 

Cela sera surtout d'une extrême importance au point 
de vue des développements qui doivent trouver place 
dans le Chapitre suivant. 

21. Supposons une droite fixe indéfinie OX {fig- 4) 
tracée dans le plan par un point fixe O; pour préciser 
les idées, nous la supposerons horizontale, par exemple, 
et dirigée de gauche à droite. 




Une droite quelconque AB étant située dans le plan, 
nous supposons qu'elle est transportée en OM, c'est- 
à-dire qii'on a OM^^ AB; el nous estimerons la direc- 
lion de AB d'après l'angle MOX que forme la droite OM 
avec OX; cet angle Q&iV inclinaison Ae OM(oude AB). 

La droite OX est appelée origine des inclinaisons. 

Pour éviter toute ambiguïté, il importe de bien spé- 
cifier les conventions stir les signes des inclinaisons. 
Nous considérerons toujours l'inclinaison XOM comme 
comptée en partant de la direction OX pour atteindre 
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la direction OM. Si, en effectuanl ce mouvement de 
rotation, on suit un sens conlraire à celui des aiguilles 
d'une montre, l'inclinaisonestjDOSiViVe. Si l'on suit un 
mouvement de même sens que celui des aiguilles 
d'une montre, elle est négative. 

L'inclinaison d'une droite AB se désigne par la 
notation inc.AB, Nous aurons, par exemple, 



22. L'angle BAC de deux droites AB, AC {/ig. 4) 
se mesurera par la différence des inclin 
deux droites, ce qu'on écrira 

ang.BAG =^ inc. AC — inc. AIÎ. 

SiDE= AC,nous 



ang,( AB, DE) = inc. DE — inc, AB. 

Il importe, on le voit, de bien distinguer le signe des 

angles; par exemple, l'angle BAC doit être compté en 

se dirigeant de AB vers AC ; l'angle CAB, au contraire, 

serait compté de AC vers AB, et l'on aurait 

ang. CAB =- inc. AB — me. AC = - ang. BAC, 

OU, si les droites ne sont pas issues du même ])oint, 

aiig.(DE, AB) =— ang.(AB, DE). 

23. 11 est clair qu'on n'altère pas la direction ni le sens 
d'une droite en ajoutant à son inclinaison un nombre 
entier de circonférences, ou un nombre d'angles droits 
qui soit multiple de 4- Une même droite a donc une 
infinité d'inclinaisons, positives et négatives, parmi les- 
quelles on choisit habituellement celle qui s'esprime 
par le nombre le plus simple. Mais ce sérail commettre 
une grossière erreur de langage, que de dire que toutes 
ces inclinaisons sont égales. 
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Si J'on considère au contraire deux droites fie même 
direction, mais de sens opposés, telles que ÂB et BA., 
on voit, en les ramenant toujours à l'origine, que leurs 
inclinaisons diffèrenl entre elles de 180°, ou plutôt 
d'un nombre impair quelconque de demi -circonfé- 
rences ; ou encore, si l'on prend l'angle droit pour unité, 
d'un nombre d'angles droits marqué par 4«+ 2, n étant 
un nombre entier quelconque positif ou négatif. 

Les inclinaisons pourront s'évaluer en angles droits, 
en degrés ou en fractions quelconques de la circonfé- 
rence, absolument comme l'on voudra. 

Lorsqu'il s'agira d'évaluer un angle, il impoi'tera tou- 
jours de choisir convenablement lesinclinaisons des deux, 
droites qui le forment, de telle sorte que la diiFérence 
de ces inclinaisons donne bien exactement l'angle lui- 
même. Autrement, on pourrait lui ajouter, mal à pro- 
pos, un certain nombre de fois quatre angles droits, 
d'une façon très inutile. C'est une question d'attention 
et de discernement dans chaque cas particulier. 



Principes relatiîs aux grandeurs et aux inclinaisons. 

24. 5* les deux termes d'une équlpollence binôme 
ont des inclinaisons différentes, chacun d'eux est nul 
séparément. 

Toute équipollcnce binôme peut en effet se ramener à 
la forme /AB ^= mCD, qui entraine, d'après la défini- 
tion même d'une équlpoUence, les deux relations 

ïgr.AB = mgr.CD et inc. AB = inc.GD. 
Si cette dernière relation n'est pas satisfaite, il faut donc 
que l'on ait / = o, m=:o, ce qui donne à l'équipollence 
binôme la forme identique o =: o. 

Il est clair que toute droite de longueur oulle a uoc 
inclinaison indéterminée. 
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25, Si deux termes d'une équipoUence tiinôirn: 
ont des inclinaisons égales, le troisième terme (si on 
le suppose isolé dans un des membres de l'équipol- 
lence) aura même inclinaison, et sa longueur sera 
égale à la somme des longueurs des deux premiers 
termes. 

On voit immédiatement qu'il en est ainsi, en remar- 
quant que touleéqiiipollence trinôme peut être ramenée 
à la forme ÂB + BC = AC d'une équipoUence iden- 
tique. Si AB, BC ont même inclinaison, les trois points 
A, B, C se succèdent sur la même droite AC, d'où ré- 
sidle évidemment la proposition énoncée. 

Si les inclinaisons AB, BC différaient de deux an^fles 
droits, l'inclinaison du U'oisième terme serait, ou celle 
de AB, ou celle de BC, et la longueur de ce troisième 
terme serait la différence des longueurs des deux pre- 



26. Si dans une équipoUence trinôme de la forme 
A-l-B + c=^o, les trois termes étant d'inclinaisons 
inégales, on a 

il en résulte 



Identifions avec l'équipollence LM -|- MN 4- NL = o 
{fig. 5), en posant a = LM, b = MN, c = ML. La rela- 
tion donnée devient 



Ajoutant deux angles droits de pai't et d'autre (2^), 
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c'est-à-dire (22), 

ang.NML = ang.LNM. 

Les deux angles M, N du triangle LMN sont donc 

F.S.5. 




gaux, et par suite ce triangle est isoscèle ; donc 

gr.LM = gr.!\L ou gr.A = gr-C. 

Réciproquement, si, dans l'éguipollence trinôme 
, -[- D -|- c=^ o, on a 



C'est ce qiie montrerait le calcul inverse du précédent, 
en partant de l'égalité des deux angles M, N et en fai- 
sant attention à leurs signes. 

Progressions par diffêreiice. 

27. Si une série de droites a, , a^, . . . , a„ sont telles 
que la différence a^+i —a* entre l'une quelconque et 
celle qui la précède soit constante, ces droites forment 
une progression par différence. 

En les rapportant toutes à une origine commune O, 
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c'est-à-dire en posant OA| = i(, OA^ == ,1^, ..., les 
points Aj, As, ...,A„ seront évidemmenl tous placés 
sur une même droite et éqiiidîstants les uns des autres. 

Toutes les propositions qu'on établit en Algèbre sur 
les progressions par différence se traduiraient ici par 
des propositions identiques, puisqu'elles ne reposent 
que sur l'addition, et sur la multipiicalion par des 
nombres réels. 

Si l'on ne rapporte pas les droites A(, Aa, ... à une 
origine commune, c'est-à-dire si l'on pose A.| ;=^ B, C, , 
A2 = BiCi, ... ifig.fi), on aura, en appelant MN la 



ou(iS) 




Ceci peut encore s'écrire, O étant quelconque, 
OB/,-i-OG/n-i— (OCft+ OB4+,) = MN. 
Donc (18), si nous appelons G^ le milieu de la droite 
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BaCa+, et H^ le milieu de îa droite CaB;,^,, il viendra 

OG/, — OH/, -. \ MN, 
c'est-à-dire, 

Ili-Gi =iSlN. 

Les séries des points Bj, B^, ... et G,, Cj , 
jouiront donc de celte propriété géométrique 

HiG, = H3Gj = ... = iMN, 

IIi, Hî, ... étant les milieux de C|,B2, C^Bs, ... 
Gi, Gî, ... étant les milieux de B, C^, B;, Gj, .... 



EXEliCICES SUR LE CHAPITRE I. 

1. Deux points, A et B, sur une Carie, sont séparés par une 
rivière animée d'un courant constant, et dont les bords sont rec- 
tilignes et parallèles. On ne peut traverser cette rivière qu'en 
bateau. Déterminer le trajet le plus court à suivre pour aller 
de A en B. 

Si XY (qui se trouve donné) représente la traversée de la rivière, 
il sutGt de tracer AD — XY; il n'y a plus qu'à rendre minimum DB. 

2. On donne une série Aj, As. - . . , A„ de points équidis- 
tants en ligne droite. En chacun d'eux on applique un poids 
égal à son indice. Trouver le barycentre de ces it poids. 

On tracera A|A|, = A,A,; puis, prenant A, pour origine, on ap- 
pliquera la formule (a) du n" 19. 

3. Même problème, les poids étant égaux aux carres des 
indices. 

Solution analogue. 

i. Aux sommets A, B, C d'un triangle, on applique rcspcc- 
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tivemeiit les poids i, 3, 3, puis 1., 3, i, puis 3, 3,2. Soient G|, 
Gj, G3 les barycentres de ces irois systèmes. Démontrer : 

1' Que les triangles ABC, G, Gj G3 ont le même barj- 
cenlre G; 

3° Que les médianes de chacun de ces deux tiiacgles sont 
parallèles aux côtés de l'autre. 

Former les valeurs c, = 5 1 ■ ■ ■ > d'où l'on déduira tous 

les éléments demandés. 

5. Deux segments de droites étant divisés en un même 
nombre de parties égales, on joint les points de division ho- 
mologues suivant A,Bi, AiBs, ..., et l'on divise AjB,, 
AjBs, ... dans un même rapport en Ci, Cj, .... Démontrer 
que les points Cj, Cs, ... sont tous en ligne droite et égale- 
ment espacés tes uns des autres. 

On y arrive en remarquant, d'une manière générale, que 

C. On donne, sur un plan, les coordonni^cs des trois som- 
mets d'un triangle, dont les côtés prolongés déterminent, 
comme l'on sait, sur le plan, sept régions distinctes. Étant 
données les coordonnées d'un quatrième point, déterminer la 
région dans laquelle il est situé. 

On regardera ce quatrième point comme le barycentre de trois 
poids placés aux sommets du triangle et dool la somme soit égale à 
l'unité. Les signes de ces poids détermineront la région. 

7. Le barycentre de deux poids a, p, placés en A, B, est G. 
Si l'on change le signe de l'un de ces poids, le barycentre est Gi- 
Démontrer que G, Gi divisent harmoniquemenl le segment Alî . 

Il suffit de prendre, par exemple, A pour origine pour vérifier im- 
médiatement qu'on a - H- -- = -■ 

8. Le barycentre des poids et, p, y, placés en A, B, C, est G, 
Si l'on change les signes de a, de p, de f isolément, on obtient 
pour barycentres trois nouveaux points Aj, B], G,. Démontrer 
que les droites AA,, BB,, CCj se rencontrent en G et que 
AiBi, BiGi, Cl A, passent respectivement par C, A, B. 
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En formant les expressions de c, a,, e,, c,, on établit sans peine les 
propriétés demandées. 

Si l'on rapproche cet exercice du précédent, on voit qu'on obtient 
la solution de ce problème : « Etant donné un triangle ABC, en 
trouver un autre A, B|C,, tel que ses eûtes passent par les sommets 
du premier, et que les droites AA„ BB,, CC, se rencontrent en un 
oint donné G. » 
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CHAPITRE II. 

JUJLTIPLICÂTIOJM ET DIVISION DES DROITES. 



Prodnit de deux droites. — Produits de plusieurs droites. 

28. Jusqu'à présent, dans les calculs que nous avons 
effectués sur les droites, nous n'avons fait intervenir 
que la mulliplication/Jar un nombre réel. Nous avons 
maintenant à considérer des produits de droites multi- 
pliées les unes par les autres, et pour cela, nous devons 
tout d'abord définir le produit de deux droites, que nous 
supposerons ramenées à la même origine O. 

Le produit de deux droites OÂ, OB est une droite 
OC dont la LOBGUEUR est égale au produit des lon- 
gueurs de OA et OB, et dont Tihci-inaisoh est égale 
à la SOMME des inclinaisons de OA et OB. 

Il suit de là que l'équipoUence OA.OB^OC en- 
traîne les deux égalités 
gr.OA X gr.OB = gr.OC et inc.OA h- inc.OB = inc.OG. 

Une première remarque, indispensable à faire, c'est 
que, tandis que la somme de deux droites était tout à 
fait indépendante de tout autre élément du plan, leur 
produit dépend au conti'aire de l'origine des inclinai- 
sons que l'on a choisie. 

Malgré la multiplicité des inclinaisons d'une droite 
donnée, il ne peut y avoir aucune indécision sur la di- 
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reclion du produit, puisque l'inclinaison de celui-ci ne 
peut jamais être altérée que d'un nombre entier de cir- 
conférences, ce qui ne change rien à sa direction. 

Sans contester ce qu'une définition comme celle que 
nous venons de donner peut en apparence présenter 
d'arbitraire apriori, il est bon de montrer cependant 
qu'elle se justifie assez naturellement, à la condition 
qu'on admette pour unité la droite 01 de longueur 
égale à l'unité et dirigée suivant l'origine des inclinai- 
sons. 

D'après la définition de la multiplication admise en 
Arithmétique, on doit former le produit OC, au moyen 
du multiplicande OA, comme le multiplicateur OB est 
formé au moyen de l'unité 01. Or, quelles opérations a- 
l-onfail subir à 01 pour l'amener en OB? On a modifié la 
longueur dans le rapport ° " =:gr.OB, puis on a fait 
tourner la droite ainsi obtenue, danstesens convenable, 
de l'angle p^= inc.OB. L'analogie nous conduit donc à 
dire que, pour avoir le produit OA.OB, nous devons 
modifier la longueur de OA dans le rapport gr. OB, ce 
qui donnera une droite de longueur gr. OA X gr. OB 
dirigée suivant OA, puis faire tourner cette droite de 
l'angle p. Or elle avait pour inclinaison a=;inc.OA. 
Son inclinaison après la rotation sera donc a + ^ ; c'est- 
à-dire que nous retombons précisément sur la droite 
OC, telle que nous l'avons définie plus haut. 

29. La définition que nous venons de donner nous 
montre que le produit de deux droites est indépendant 
de l'ordre des facteurs , c'est-à-dire que la multiplication 
est commutative. 

Il est facile de démontrer qu'elle est de plus distri- 
fautive, c'est-à-dire qu'on a 

OA(OB + OD) ---- OA.OB + OA.OD 
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Soienl, en effet, 

OA.OB = OC et OA.OD = OF {fig. ^). 
Soient de plus a, b, d, c, f, et a, p, S, y, ^ les grandeurs 



et les inclinaisons respectives de OA, 06, OD,OC, OF. 
D'après la définition même, nous avons c = ab, f = ad, 
Y =: a + P, <p = a-H S, Donc, si l'on modifie dans le 
rapport - les lignes OB, OD, el si l'on fail tourner tout 
d'une pièce la figure autour de O et de l'angle a, on 
obtiendra la figure formée de OC, OF {fig. 7). Dans 




cette opération, toutes les lignes de la figure, el en par- 
ticulier la diagonale du parallélogramme construit sur 
OB, OD, varient dans le môme rapport ettOTirnent du 
même angle. Celte diagonale est OB-i-OD; on voit 
donc que, en la multipliant par OA, 'on a la diagonale 
du parallélogramme construit sur OC, OF, Ainsi 
0A(0B + 0D) = 0G-1-0F = OA.OB + OA.OD, 
ce qui établitla propriété en démonstration. 

30. De la notion du produit de deux droites, on ar- 
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rive tout naturellement à celle du produit de plusieurs 
droites OA, OB, OC, . . -, OL ; et il est évident qiie la 
longueur de ce produit sera 

gr. OA X §r. OB x gr. OC X . . . x gr. OL, 

et son inclinaison 



Des propriétés démontrées au numéro précédent, il 
résulte que toutes les propositions établies en Algèbre 
pour les produits de plusieurs facteurs réels seront iden- 
tiquement applicables aux produits de droites. 

Nous signalons seulement ici l'analogie curieuse que 
présentent les inclinaisons avec les logarithmes, l'incli- 
naison d'un produit étant égale à la somme des inclinai- 
sons des facteurs. 

Quotient ou rapport de deux droites. - Similitude directe 
de deux triangles. 

31. Nous définirons comme en Algèbre le quotient 
j^ = OC dedeux droites par la proprié té OB. OC =^0A. 
Il suit de là immédiatement que la longueur du quotient 
est égale au quotient qu'on obtient en divisant la lon- 
gueur du dividende par la longueur du diviseur, et que 
l'inclinaison du quotient est égale au reste qu'on obtient 
en retrancbant de l'inclinaison du dividende l'inclinai- 
son du diviseur. 

On appelle aussi le quotient -^ de deux droites rap- 
port de ces deux droites, ou rapport géométrique. 
Cette idée de rapport, comme celle de toutes les quan- 
tités géométriques que nous avons considérées, en- 
traine, on le voit, la double notion de grandeur et d'in- 
clinaison. 
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T r r ■ J 0'^ 1' 

L inclinaison du rapport -^.i d après ce que nous 
avons dil au n" 22, est égale à l'angle BOA formé par 
les deux termes de ce rapport. 

32. L'égalité de deux rapports conduit à une inter- 
prétation géométrique d'un très grand intérêt. Soit 
ÔB "= OD" '-'^"'^ équipollonce signifie qu'on a l'égalité 
algébrique 



et de plui 



i;r. OA _ gr. qc_ 
gr.OB gr.OD' 



mg.BOA-ang.DOC. 



Les deux triangles OAB, OCD (Jîg. ^) sont donc 
semblables, et même directement semblables, c'est- 




à-dire que, si le rapport de similitudeélail égal àl'unité, 
ils seraient immédiatement superposables. Nous verrons 
plus loin que la similitude de deux triangles peut n'être 
pas directe. 

Réciproquement, si deux triangles KLM, K'L'M' 
sont directement semblables, on exprimera entière- 
ment cette similitude par l'une quelconque des équi- 

„ KL KM KL LM . ,,, 

pollences kT? = kW" îëT = ÎTlvr' «^P^'^^nt 1 ega- 
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lité des rapports géométriques entre deux couples de 
côtés liomologues quelconques. 

Ce procédé pour l'expression de la similitude de 
deux triangles est, nous !e répétons, d'une importance 
capitale et d'une application constante dans la méthode 
des équipollences. Nous aurons seulement soin de tou- 
jours faire correspondre dans le même ordre les élé- 
ments liomologues. Ainsi, dire que PQR est semblable 
à STU, c'est dire que le sommet P est homologue 
de S, etc. 

Moyenne proportionnelle de deux droites. 

33. Prenons eneore deux droites de même origine 
OA., OB. On défmira leur moyenne proportionnelle OlVl 
par l'équipollence ^^ = ^^- Traduite en langage géo- 
métrique, cette relation exprime, comme nous venons 



de le voir, que les deux triangles OAM, 0MB {fig. t 
sont semblables. 11 en résulte que OM est dirigée sui 
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vartl la bissectrice de l'angle ÂOB. De plus, nous avons 

ang.BMO ^ang.MAO. 
Donc 

ang.BMO -i-ang.OMA^ang.MAO-i-ang.OMA 
= 180°— ang.AOM; 
c'est-à-dire 

aiig.BMA = i8o-— ang.AOM. 

Mais l'angle AOiVI est la moitié de l'angle AOB =: dos 
deux droites OA, OB. 

Nous aurons donc la droite cherchée OM en con- 
struisant sur AB un segment capable du supplément de 
— j de telle sorte que l'origine O soit à l'intérieur de la 
circonférence ainsi décrite, et en coupant ce segment 
par la bissectrice de l'angle AOB. 

Considérée du côté opposé à M, la circonférence pré- 
sente un segment capable de - et elle est coupée par la 
bissectrice en un nouveau point M'. 11 est visible que 
les deux triangles OAM', OM'B sont semblables eux 
aussi, d'où 



et que, par conséquent, 

0M' = - OM 
répond aussi à la question. 

De même, en Algèbre, l'équation - ^ -^ a pour ra- 
cine, soit -\- ijab, soit — sfâb. 

Il est facile de reconnaître, par l'examen des inclinai- 
sons, d'où provient la double solution. Si 

gr.OA-a, gr,OB = b, inc- OA = a, ioc, OU = (3, 
l'équipollence de définition donne nécessairement 
gr. OM -r= if^ 



y Google 



et de plus 



Mais, pour conserver à la quesLÎon toule sa généralilé, il 
faut donner aux inclinaisons a et p (23) les formes les 



plus générales 

a \-n.36o'; p-i-/>.36o-; 

mc.OM=T ^?-ll^ --/c.tëo". 

Si k est pair, on aura la direction OM ; si k esl impair, 
on aura la direction contraire, ce qui correspond à la 
solution OM'. 

\jA fig. Ç) montre que si réciproquemenl, parle milieu 
O d'une corde MM, on mène deux droites OÂ, OB éga- 
lement inclinées sur cette corde, jusqu'à lacirconférence, 
les deux triangles OAM, 0MB seront semblables et 
qu'il en sera de même des triangles OAM', OM'B. 

U est important de remarquer que la moyenne pro- 
portionnelle de deux droites ne dépend en rien de la 
droite choisie dans le plan pour origine des inclinai- 
sons. 

Calcul des droites. — Théorème général. 

34. Si l'on a suivi avec quelque attention les règles 
de calcul que nous avons exposées, soit dans le premier 
Chapitre, soit dans celui-ci, relativement à l'addition, 
la soustraction, la multiplication et la division, on a pu 
reconnaître qu'elles sont absolument identiques à celles 
de l'Algèbre ordinaire. 

Or, toutes les autres opérations de l'Algèbre dérivent 
de celles-là, et par conséquent nous seronsamenés, dans 
tous les calculs possibles, dans les formations de fonc 
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lions quelconques de droites, à des transfonnalions pa- 
reilles à celles du calent algébrique. 

Sans entrer dans ancun détail d'opération, nous pou- 
vons donc énoncer dès à présent ce principe fondamen- 
tal d'une importance extrême à cause de sa généralité : 

On peut faire subir aux équipollences relatives 
aux figures planes toutes les opérations et transfor- 
mations qui sont légitimes pour les équations algé- 
briques. 

3S. Il y a cependant, à l'avantage de la inéthodc des 
équipollences, une différence non pas véritable, mais 
apparente : c'est qu'on ne voit nulle part s'j introduire 
la notion de l'imaginaire. Pour faire comprendre ce 
point, nous nous contenterons d'examiner l'extraction 
de la racine n"™^ d'une droite quelconque, et nous allons 
voir apparaître d'elles-mêmes les n solutions distinctes, 
tout aussi réelles les unes que les antres. 

Soit OX = v'OA. La définition de cette opération 
provient de l'équipollence 

OA ^ (ÛX)"^- OX.OX. . .OX. 
Donc 

gr.OA^(gr.OX)'S d'où gr.OX = 'v^gTTOA. 

Jusqu'ici, nulle ambiguïté, les longueurs étant toutes 
essentiellement positives. 
Arrivons maintenant aux. 



ou, plus généralement (23), 

«H- ^-.360°. 
Il viendra 
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Il est clair qno, pour avoir toutes les directions pos- 
sibles de OX, il faut donner à k une série de n va- 
leurs consécutives entières quelconques, par exemple o, 
I, a, ..,, n — I. Delà, par conséquent, n directions, 
inclinées successivement les unes sur les autres de 

l'angle ; et les n valeurs de OX., ayant toutes 

même longueur, figureront assez exactement les rayons 
d'une roue de voiture. Ce seront les n racines n''™" 
de OA-, différentes les unes des autres, mais toutes 
réelles, 

36. Il nous semble inutile de pousser plus avant les 
considérations particulières sur le calcul des droites. Ce 
.calcul trouvera des développements utiles dans les appli- 
cations, et sera facilite par les signes que nous avons 
encore à introduire, et par les principes qu'il nous reste 
à exposer. 

Cependant, il est une observation, d'un caractère 
complètement général, qui nous paraît devoir trouver sa 
place dès maintenant dans notre exposition. Nous avons 
dit, dans tout ce qui précède, que le résultat d'une 
opération quelconque sur des droites était une droite. 
Cela est rigoureusement vrai dans l'hypothèse où nous 
nous sommes placés, c'est-à-dire en supposant que 
l'unité de longueur soit déterminée sur la figure. Mais, 
pour toutes les propriétés qui ne dépendent pas du 
choix de cette unité, la loi de l'homogénéité doit con- 
server toute son action, aussi bien ici que dans la Géo- 
métrie analytique ordinaire. Nous serons ainsi conduits, 
bien souvent, à employer dans nos calculs des expres- 
sions qu'il n'est nullement nécessaire de traduire en 
droites eHectives et qui seront de divers degrés, posi- 
tifs, négatifs ou même fractionnaires. Ainsi OA^ de- 
viendrait une droite en introduisant le dénominateur 
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01^ I, ce qui donne 



0X3 = ÔÂ^' £/OAî=î/OA^OP, .... 

Mais il nous sera commode bien souvent de considérer 
en eux-mêmes les rapports de droites, que nous pour- 
rons appeler nombres géométriques. Ainsi soit ^^i 



gr.0A = 3 gr.OI, 
nc.OA^6o°, 



r.0TÎ = 4 gr.OI, 



Le 



bre j^-=! que nous pourrons au besoin figurer 
par une seule lettre, aura pour nous la grandeur -j et 
l'inclinaison 20", sans qu'il soit nécessaire de le conce- 
voir autrement que comme un rapport de deux droites. 

37. D'après les développements qui précèdent, on a \u 
la concordance absolue entre les règles du calcul algé- 
brique et celles du calcul des droites. Si nous considé- 
rons maintenant une identité algébrique quelconque, 
nous pouvons la regarder comme exprimant une pro- 
priété de points situés en ligne droite. Mais, en suppo- 
sant les quantités algébriques remplacées par des 
droites, l'identité n'en subsistera pas moins, et l'on 
aura par suite une propriété correspondante de points 
situés sur un plan d'une manière quelconque. 

Far exemple, l identité + := ] 

peut se traduire ainsi : « Soient A., B, C, D quatre 
points en ligne droite, M, N, P, Q les milieux des seg- 
ments AB, BC, CD, DA; le milieu du segment MP sera 
le même que le milieu du segment NQ. » 
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Si nous remplaçons a, b, C, d par les droites quel- 
conques OÂ, OB, OG, OD du plan, nous aurons la 
même îdentilé, mais qui se traduira par l'énoncé sui- 
vant : » Si M, N, P, Q sont les milieux des côtés suc- 
cessifs d'un quadrilatère ABCD, les droites MP, NQ se 
coupent mutuellement en parties égales; ou encore, les 
milieux des côtés d'un quadrilatère sont aus sommets 
d'un parallélogramme. i> 

Cet exemple a pour but unique d'éclaircir ce qui pré- 
cède, et, sans plus de détails, nous pouvons malntcnanL 
énoncer ce théorème très général : 

A toute identité algébrique correspond un théo- 
rème de Géométrie plane, par le seul changement de 
l'égalité en équipollence . 

Du signe de perpeudicularité. 

38. Parmi les nombres géométriques (36) que nous 
pouvons considérer dans la théorie des équipoUences, 
il en est un dont l'usage est tellement fréquent, qu'il y a 
un grand avantage à le représenter par un signe spécial, 
au moyen duquel on représentera ensuite tous les autres 
nombres ; c'est celui dont la grandeur est égale à l'unité, 
et dont l'inclinaison est -\- 90". Nous désignerons con- 
stamment par ( ce rapport, dont les premières proprié- 
tés sont bien faciles à établir. 

Menons par l'origine O i^fig- 10) une perpendicu- 
laire à l'origine OX des inclinaisons, et portons quatre 
longueurs OA, OB, OG, OD égales entre elles (et par 
exemple égales à l'unité), suivant les quatre directions 
OX, OY, OX', OY', ainsi obtenues. Il est évident que 
nous aurons 

OB OC OD OA 
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OR. oc _ 
OA.OB " 



»T ■ 1 OB.OC , I .. 

Mais le rapport q-ï-qô ^e réauil 



— 1 , puisque OC = — OA. Par conséquent 



- PB. OC. 00 _ OD _ 
' OA.OB, OC ~ OÂ " 

OB.OG.OD.OA _ 
' OA.OB. OC. OD "''■ 
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Les puissances successives du symbole i sont donc 
exactement les mêmes que celles du symbole algébrique 
y/ — I, et cela noiis permet de formuler ce principe : 

Le symbole i dans le calcul des équipollences sera 
soumis aux mêmes règles que le symbole \l — i en 
Algèbre, 

39- Un premier usage cvidenl du signe que nous 
venons de définir consiste dans la possibilité de repré- 
senter la rotation d'un angle droit appliquée à une 
droite OM. Il est bien clair en effet qu'en multipliant 
cette droite par i nous obtiendrons une droite OM' 
égale à la première, et formant avec elle un angle 
MO M'— + 90". 

En multipliant OM par — t^: -v, on fait au contraire 
tourner cette droite d"un angle droit dans le sens né- 
gatif. 

En général, OM X i" représente ce que devient OM 
après avoir subi une rotation de n angles droits dans le 
sens positif; et OM x (— [')" représente ce que devient 
OM après avoir subi une rotation de n angles droits 
dans le sens négatif. 

Si nous cherchons à étendre ces formules, il est bien 
facile de les interpréter dans le cas où n cesse d'être 
un nombre entier. En prenant l'angle droit (ou le qua- 
drant) pour unité, si un angle œ est mesuré par jo, nous 
dirons que OM x iP nous représente ce que devient OM 
après avoir subi la rotation de l'angle c. dans le sens 
positif. 

Le symbole i, considéré isolément, représente une 
droite égale en longueur à l'unité, et dont l'inclinaison 
est +90". De même, ('' représentera une droite de 
longueur égale à l'unité, et dont l'inclinaison <x est me- 
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surée par le nombre p, quand on la rapporte à l'angle 
droit. 

Il est à peine nécessaire de démontrer la relation 
( — V)P = ( - I ^ i~P, tellement elle est une conséquence 
directe de t =^— t. Mais l'utilité de celle formule est 
extrême, puisqu'elle permet de représeuter toute droite 
de longueur égale à l'unité par la formule iP, aussi bien 
dans le cas des inclinaisons négatives que positives. 
On voit d'ailleurs que Ton a 



puisque i'-^i. Toutes ces droites ont en effet la môme 
direction. 

Puisque la droite de longueur i et dont l'inclinaison a 
est mesurée parjD s'exprime par iP, il est clair que la 
droite quelconque OM, dont la longueur est r, peut se 
représenter par 

OM ^. riP. 

Représentation nouvelle des droites- — Signe e. 

40. Prenons la même droite OM que dans le 
précédent et abaissons du point M (yî^. ii)laperpi 




dieulaire MQ sur l'origine des inclinaisons. Nous avons 
OM = OQ + QM. 
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Si nous appelons x et y (en grandeurs el en signes) 
les coordonnées, positives ou négatives, OQ et QM du 
point M, il est bien facile de voir que l'on a les éqiii- 
pollences OQ = x,QM = y i. 

Par suite, la droite OM peut encore s'esprimer par la 
formule 
(I) Q\\-^œ+yi. 

Sous celte forme, apparaît l'identité entre les quan- 
tités géométriques, que nous étudions dans le présent 
calcul, et les quantités imaginaires de l'Algèbre. 

ai. Reprenons l'expression riP d'une droite quel- 
conque donnée dans le n" 39. Si, au lieu de rapporter 
les arcs au quadrant pris pour unité, nous voulons les 
rapporter à l'arc de longueur égale à celle du rayon, 
comme on le fait en général dans toutes les formules de 
la Trigonométrie, il est bien évident que les deux mê- 
le rapport- ^ -■ Donc if^ t" . 

Mais, l'exposant - intervenant alors dans tous les cal- 
cals, il est bien plus simple de poser une fois pour 
toutes 



i étant un nouveau symbole défini par t 


;etEe équipol- 


lence. On a alors, pour l'expression de 1 


ia droite OM, 


(2) OM-:J-E«. 




m.. Dans la formule (i) du n" ^0, on a 




^ = ,-cosa, j= /-sin.; 




donc celte formule peut s'écrire 




OM = r(cos«-t- isinul, 
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raison avec ia formule (o.) ci-desï 



On reconnaU par suite, en verUi de la formule d'Eu- 
1er, que notre symbole e n'est autre que l'expression e' 
si conramment employée en Analyse{'). 



(') Nous ieiiûos à rappeler ici la formule d'Euler, bien qu'elle ne 
iious soit nullement nécessaire pour notre exposiUon ; c'est qu'en 
tCfet cette formule nous semble Être une des plus remarquables con- 
ceptioDs de l'esprit analytique; et elle a été l'objet d'attaques immé- 
ritées selon nous, même de la part d'auteurs qui ont écrit d'excel- 
lentes choses sur les imaginaires. C'est ainsi, par exemple, que, dan? 
son Ouvrage Des formes imaginaires en Algèbre, M.Vallès élève 
contre cette formule les deuï critiques suivantes ; 

1° La formule d'Euler donne i = e'"'^ = e'^^;^ .... Les nombres 
e'", e*'', . .., tous différents les ans des autres, élevés à la même puis- 
sance if— I, donneraient doue le même résultat, ce qui semble inad- 
missible, ou tout au moins paradoxal. 

5° En élevant les expressions précédentes à la puissance \/— i, on 
a e~^T' = e"''' = . . ., ce qui est absurde. 

De pareils reproches dérivent d'une méconnaissance complète de 
l'idée des déterminations multiples qu'une même fonction peut pré- 
senter, et c'est pour cela que nous avons insisté si fortement sur 
le nombre infini des inolioaisons d'une même droile. 
Pourquoi, par exemple, M. Vallès ne dirait-il pas : n On a 

(-.)'=■( + ')■; 

si j'élève les deux membres à la puissance \, j'obtiens — i = + i, 
résultat parfaitement absurde? " C'est que l'élévation à la puissance \ 
est une opération à détermination double. Mais de quel droit effec- 
tuer, avec l'exposant imaginaire v'— i, ce qu'on ne peut faire avec 
l'exposant \ 7 

En réalité, si a est positif, a' représente une droite de longueur i 
et d'inclinaison mesurée par loga. Telle est la vraie définition réelle. 
Il n'y a donc rien d'extraordinaire dans l'égalité des résultats ci- 
dessus, puisque les logarithmes sont ait, l\ic, 6ic, ..., ce qui donne 
la même direction que si l' inclinai son était nulle. 
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Les diverses expressions que nous venons de donner 
pour la représentation d'une droite OM sont d'un usage 
continuel el d'une application très commode dans le 
calcul des équipoUenees. Il est donc important de se 
les rendre tout à fait familières. 

Droites conjuguées. 

43. Soit une droite OÂ; si une droite OA'a la mÈmc 
longueur et si son inclinaison est égale et de signe con- 
traire à celle de OA, on appelle OA' conjuguée de OA. 
D'après cette définition, OÂ est évidemment conjuguée 
de OA'. On désignera la conjuguée d'une droite par la 
notation cj. et l'on écrira, par exemple, 
OA'=cj.OA, OA = cj.OA'. 

Les droites OA, OA'peiivent être transportées paral- 
lèlement à elles-mêmes où l'on voudra dans le plan, 
sans cesser pour cela d'être deux droites conjuguées. 

D'après les expressions que nous venons de donner 
pour une droite, on voit que la conjuguée se formera 
immédiatement. 

Par exemple, si OM = x+_)'(, on aura 



SiOM^ 
SiOM = 



cj.OM = 



SiOM = /'(cosa-|-(sliia) 

cj.OM =.r(coBa-a;,.ï). 
En prenant simplement les identités 
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qui correspondent à dcox droites conjuguées âe. lon- 
gueurs égales à l'unilé, on obtient, par addition et sous- 
traction, les relations 



dont l'interprétation géométrique est évidente. 

On se sert souvent de ces formes du cosinus et du sinus 
d'un angle. 

La notation des droites conjuguées est très utile, et 
nous en trouverons de nombreuses applications. 



Principes relatifs aux droites conjuguées. 

Ai. Nous pouvons, sans démonstration, tellement ees 
vérités sont d'une complète évidence géométrique, énon- 
cer les propositions suivantes : 

La conjuguée de la somme de deux droites est 
équipollente à la somme de leurs conjuguées. 

La conjuguée duproduit {ou du quotient) de deux 
droites est équipollente au produit {ou au quotient) 
de leurs conjuguées. 

Il suit de là, d'une manière générale, que la conju- 
guée d'une fonction quelconque de plusieurs droites 
est équipollente à la même fonction des conjuguées 
de ces droites. 

45. En rapprochant ce dernier énoncé de ce qui a été 
dit un peu plus baut (43), sur la formation de la conjuguée 
d'une droite, on arrive, pour le cas où les droites sont 
mises sous les formes x-\-yi, riP, rt^, à ce nouveau 
principe général : 

Pour obtenir la conjuguée d'une expression quel- 
conque, il suffit de changer les signes de tous les 
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exposants de i ou de s que renferme cette expres- 
sion. 

46, A toute équipa lie lice correspond une équipol- 
lence conjuguée. 

Supposons que dans l'équipollence primitive nous 
remplacions toutes les droites qui y figurent par leurs 
conjuguées respectives. Toutes les constructions indi- 
quées par la première é qui pollen ce devront alors s'ef- 
fectuer sur une figure symétrique par rapport à l'ori- 
gine des inclinaisons, et par conséquent on aura une 
équipoUence correspondante, car la seconde figure, 
égale à la première, jouira exactement des mômes pro- 
priétés. 

47. Ls produit de deux expressions conjuguées a 
une inclinaison nulle, et une grandeur égale au carré 
de la grandeur de chacune des deux expressions. 

Cette proposition résulte directement delà définition 
d'un produit (28) et des définitions et. principes qui 
précèdent. 

On la metanalytiquement en évidence, en remarquant 
que deus expressions conjuguées peuvent s'écrire sous 
la forme re'*, re""", ou encore x -\-yi, x — yi. Dans le 
premier cas on a, pour le produit, 



et, dans le second, 



La grandeur est donc bien le carré de r, et la direc- 
tion est celle de l'origine des inclinaisons. 

48. Le quotient d'une expression par sa conju- 
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ûuée a pour grandeur l'unité, et pour inclinaison le 
double de Vinclinaison du dividende. 

Soit en effet rs" l'expression donnée; sa conjuguée 
sera ?■£""; et l'on aura, ponr le qnotient, 



■49. La somme d'une droite et de sa conjuguée a 
une inclinaison nulle, ou égale à 180", et une lon- 
gueur égale à deux fois la longueur de la projec- 
tion de la droite sur l'origine des inclinaisons. 

Posons OA = X +xi; alors 

cj. OA = X —yi, et OA -;■ cj.OA = ix. 

Suivant que œ est positif ou négatif, l'inclinaison est 
zéro ou 180"; et la grandeur est double de celle de x. 
On peut écrire encore 

OA4-cj.OA = arcosa, 

SO. Si d'une droite on retranche sa conjuguée, la 
différence a pour inclinaison 90° ou 2'jo°, et pour 
longueur le double de la projection de la droite sur 
une perpendiculaire à l'origine des inclinaisons. 

Car, en posant OA = x -^ji, il vient 

OA — cj.OA -- si.jï ^ -zirsina. 

Similitude symétrique de deux triangles. 

51. Supposons qu'on ait ^.; ^-,^|ï7- Cherchons 
à traduire géométriquement celte équipoUence. 
A cet effet, posons {Jîg. 12) 
gr.OA = a, gr.OB = b, gr.0A'=3', gr.OB'-b', 
iiic.OA = a, inc.OB = % inc,OA'= «', inc.OB'= p'. 
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L'équipollence peut donc s'écrire 

bzfi bVfi' b ' ~ b' 

Il faut donc qii'on ait 



Mais 

a - ^ r-... ang. BOA, p'- a' = sng, B'O A'. 

Si nous comparons les dens triangles OAB, A'O'B', 
nous voyons qu'ils ont leurs côlés homologues OA, OA' 
etOB, OB' proporlionnels en Uni que longueurs, et que 




les angles en O sont de grandeurs égales, mais de signes 
contraires. Il est clair, à la seule inspection de la figure, 
que ces triangles sont semblables ; mais, si le rapport de 
similitude devenait égal à l'unité, ils ne seraient super- 
posables qu'après avoir retourné l'un d'entre eux sens 
dessus dessous. 

On dit que ces deux triangles sont symétriquement 
semblables. 

Réciproquement, si deux triangles KLM, K'L'M' 
sont symétriquement semblables, on exprimera cette 
similitude en égalant le rapport géométrique de 
deux côtés de l'un de ces triangles avec le rapport 
des conjuguées des côtés homologues. 
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On peut réstiiiier ces reialions en écrivant 

KL _ LM _ MK 
qTÎÏ'T? ~" cj.L'M' ~ qTM'K'' 

Ces remarques, rapprochées de celles du n" 32, sonl 
d'un précieux usage dans les applications, comme nons 
allons immédialemcni en voir un exemple. 

Projection d'une droite sur une autre. — Puissance d'un 
point par rapport à uu cercle. 

52. Soit AB {fig. i3) une droite dont nous voulons 
déterminer la projection sur une aulre droite donnée. 



Nous pouvons, sans rien enlever à la généralité du pro- 
blème, supposer que celte seconde droite a également 
pour origine A. Appelons-la AC. Soit ÂP la projection 
cherchée. Si nous prolongeons BP d'une longueur PB', 
égale àelle-même.les triangles ABC, AB' Oseront symé- 
triques par rapport à la droite AC, et nous aurons, en 
vertu du numéro précédent, 

AB'_cj.AB cj.AB 

Le point P étant le milieu de BB', il vient 

AP.l(AB + AB') = ;(ABH.AciAÏ). 
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Donc, la projection de la droite AB sur la droite 
AC a pour expression 

^p _ ^ ABei.AO-i-ACr.j.AB 

" ^ cj.AC 

53, Nous pouvons donner une autre forme à cette 
[>rojectlon AP, en posant 

AIÎ= ht^, AC^ cîï. 

Elle devient alors 



c'est-à-dire (43), 

AP= bcos(^ — f)ïT. 

Celte transformation nous montre qu'on a toujours 
identiqueraentrégalité entre quantit(5s alg^ébrlques 

i(AB.cJ■.AC^-AC.tj■,AB) = b(;coscJ 

en grandeur et en signe. 
Mais le second membre 

bc-cosa ou gr.ABgr.ACcos(CAB) 

représente, comme l'on sait, la puissance du point A par 
rapport au cercle construit sur BC comme diamètre. 
Donc : 

La puissance d'un point Kpar rapport à un cercle 
de diamètre BC a pour expression 

A(AB.cj.AC-+-AC.cj.AB). 

En désignant cette expression parla notation abrégée 
y.\ (b, c), on peut établir simplement un grand nombre 
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Je propriétés sur les puissances de points par rapport à 
des cercles ('). 

Le signe de la puissance varie avec celui du cosinus 
de l'angle CAB. On vérifie aisément que la puissance est 
positive quand le point A est extérieur au cercle, et 
négative quand le point A est intérieur. 

Lorsque l'on considère deux droites AB, LM ayant des 
origines différentes, on peut faire subir à l'expression 

AB cj. LM -i- LM c,]. AB = 3 gr. AB gr. LM cosO 

une transformation assez intéressante. 
On a 

AB = A.L — BL = AM — BM et LM ^ AM — AL = BM — BL. 

Delà 

AB cj. LM = AL cj. AM — AL c:j, AL 

+ ELcj,MA-i-BLtj.AL, 
LM cj, AB = BM cj. AM -+- BL oj. RM 

— BMcj.BM-!-LBcj.AM, 
et par addition 

ABcj.LM-1-LMcj.A.B 

= AM cj. AM — AL cj. AL -i- BLcj. BL — !ÎM cJ. BM 

= (gr.AM)^ + (8r.BL)^-(gr.AL)^.-(gr,BMr. 

Aire d'un triangle. — Aire d'un polygone. 

34. Coasidérons le triangle ABC, Soit P le pied de 
la liaut.eur alialsscc du sommet B sur AG. 



(') Voir Association française pour l'avancement des Sciences; 
Compte rendu de la i' session {Nantes) : Mémoire sur les puis- 
sances de points, p. i3g-i53. 
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Nous avons (52) 

,„ , AB cj.AC-hAG q.AB 

^P-^ ^TjTAC— 

Donc 

, AC cj-AB— Ali cj -AC 
^ cj.AG 

Le produit des longueurs de BP et cj.AG exprime 
évidemment le double 2S de l'aire du triangle. 

D'aiilrepart(50),le mimérateur ÂCcj.ÂB — ABcjAC 
a pour direction celle d'une perpendiculaire à l'origine 
des inclinaisons, c'est-à-dire que son expression est ki 
k étant une quantité algébrique positive ou négative. 

Nous pouvons donc écrire, en divisant par i cette 
expression, 

±2î = — ,(AG cj.AB — AB cj.AG), 



±.(= -(Ali cj.AG — AC cj.AB). 

Si nous supprimons le double signe de s, nous serons 
conduit à considérer dans l'aire d'un triangle, non seu- 
lement la grandeur, mais le signe, ce qui n'offre que des 
avantages, et nous dirons d'une manière générale que 
l'aire d'un triangle ABC s^exprime en grandeur et 
en signe par la formule 

^(AB ci. AC — ACcj.AB), 

4 

Nous remarquerons qu'en remplaçant AG par AB -H B(^ 
on trouverait aussi 

4(AB cj.BC — BG cj.AB). 

Si l'on inlcrvcnissail les dcu\ lettres B et Gdansl'itEe 
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OU l'autre de ces deux expressions, on trouverail un 
résultai égal et de signe contraire. Nous sommes donc 
amené à considérer l'aire AGB comme égale et de signe 
contraire à l'aire ABC. 

En général, l'aire d'un triaugle est positive quand on 
énonce le périmètre en le parcourant dans le sens des 
rotations positives, c'est-à-dire en ayant l'intérieur du 
triangle à sa gauche. Elle est négative dans le cas con- 
traire. 

Celle précieuse convention sur les signes des aires est 
fort avantageuse, comme nous le verrons bientôt. Il est 
bon de montrer dès à présent qu'elle constitue une con- 
séquence logique et directe des conventions sur les 
signes des angles. 

Pour cela, posons, comme plus haut, AB ^ hsP, 
AC— CÊï. Nous avons (43) 

-^(AB cj.AC- ACcj.An) = -^-(e3-ï-eï-P) 

= 6îL'sin(P-,) 

C'esl précisément la formule connue qui donne l'aire 
d'un triangle, puisqu'elle contient en facteur sin(Y — ^) ; 
il est donc bien naturel de considérer cette aire comme 
positive ou négative, suivant que l'angle (y — P) sera 
positif ou négatif, 

Sa. Si l'on prend un point O intérieur à un triangle, 
on a 

aire ABC = aire OAB + aireOBC -+- aire OCA. 



Grâce à noire convention sur les signes des aires, il est 
visible que celle relation subsiste pour un point quel- 
conque du plan, soit extérieur, soit intérieur. 
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On voit de même que l'aire d'un polygone quelconque 
ABC. . .L sera 

aire OAB -+- aire OBC -(-...+ aire OLA. 

En posant OA ^= A, OB ^ b, . . . , OL = l, nous avons 
donc cette formule pour l'aire d'un polygone dont on 
donne les sommets : 

7[(*CJ.lH-flCJ.G-V-...+ LCJ.A)-(lïCJ.A + GCJ.B+-.+ AC.j,L)J. 

Cette formule, appiiqiiéo au quadiilatcrc, donne un 
résultat inléressanl, car on a 

Acj.B-i-Bcj.C-hCcJ.B-l-liCi.A— BCJ.A— (iCJ.B— DCJ.C— Aej.D 
= (A-C)CJ.(B-D)-(B-D)CJ,(A-C) 

==CAcj.DB— DBcj.GA. 

L'aire est donc 

-'(CAej.DB - DBcj.CA), 

e'est-à-dire équivalente à celle du triangle ayant deux 
côtés équipollents aux diagonales du quadrilatère. 

Progressions par quotient, 

56. Nous dirons que plusieurs droites (auxquelles 
nous supposons même origine) OA,, OAj, ..., 0A„ 
forment une progression par quotient lorsque le rapport 
géométrique de l'une quelconque à celle qui la précède 
est constant. 

Il s'ensuit que tous les triangles OA, A^, OA^ Aj, — 
0A„_, A„ sont directement semblables, si bien qu'en 
joignant successivement les points A,, A^, ..., A„ 
on a une sorte de ligne brisée spirale qui s'éloigne 
de l'origine O si le rapport constant (ou la raison) a 
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une grandeur supérieure à l'unité, et qui s'en rap- 
proche si celte grandeur est inférieure à l'unité. Dans 
le cas où la raison a pour grandeur l'unité, tous les 
points A), Âj, ... sont évidemment situés sur une 
même circonférence de centre O. 

Toutes les propositions établies en Algèbre sur les 
progressions par quotient s'appliqueront direclement, 
puisque nous avons démontré que les règles du calcul 
des droites sont les mêmes que celles du calcul algé- 
brique. 

Nous n'en produirons ici qu'un seul exemple, relatil 

à la somme des termes. La raison étant ^^r ^fig- ^4)< 

FEg. A- 




ipplicalion de la formule connue nous donnera 



OA„-^-OA, 



0A,-:-OAîH-..,^0A„ = 



En formant le triangle 0A«A„^| direclemenl sejn- 
biableà OAiA^. on a 
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La somme ci-dessus devient donc 

0A„+, — OA, ^ , OA„+i — OA, ^ 
-^^ = OA, -^ .- - ^-i— = 



Formons le triangle A|X directement semblable 
Â,AîÂ.n+i' Il viendra 



Telle est la construction fort simple qui permet d'ob- 
tenir la somme géométrique en question. Si on la divise 
par le nombre n de termes, on a 

OG = -OX, 

et îe point G est (19) le barycenire des points A,, 
A;, . . . , A«, en y supposant placés des poids égaux. 

Lorsque le nombre des termes de la progression de- 
vient infini et que la raison a une grandeur inférieure à 
l'unité, le point A„^| s'approcbe indéfiniment de l'ori- 




gine. La somme limite est donc donnée {/ig- i5) par 



A,0 
'Â^Ts' 
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c'est-à-dire qu'on doit construire le triangle OA|X' di- 
rectement semblable a ÂiÂ^O. 

87. Il est presque évident que les droites A1A2, 
A2Â3, , . . forment elles-mêmes une progression par 
quotient, de même raison que la première; car on a 

OA, _ OA^ _ OA, — OA; _ As A3 
OAî ~ OAi ~ "OA2 — OA, ~ A, A/ 

58. Sans anticiper sur l'application aux courbes du 
calcul des équipollences, on reconnaît aisément que 
tous ces points A,, A^, . . . sont situés sur une même 
spirale logarithmique de pôle O. 

Pour le prouver, appelons Is'' la raison; et posons en 
outre 0A,^= 3.t'^. Alors nn terme quelconque sera ex- 
primé par 

En appelant r ia grandeur de ce terme et 9 son incli- 
naison, nous aurons 



équation d'une spirale logarithmique passant par tous 
les points considérés, lesquels répondent aux valeurs 
entières de p. 

Si l'on ne voulait pas supposer connue l'équation de 
la spirale logarithmique, il serait facile d'en établir ici 
la théorie, par l'insertion successive de moyens, en 
nombre de plus en plus grand, entre les termes succes- 
sifs de la progression, de manière à arriver à l'idée de 
continuité. 11 ne serait nécessaire pour cela de s'ap- 
puyer sur aucune notion de Géométrie analytique; les 
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raisonnements seraient les mêmes que ceu\ qui des 
progressions conduisent aux logarithmes. 

La spirale logarithmique joue un rôle considérable 
dans la théorie des équipollences ; son importance est à 
peu près égale à celle du cercle, qui n'en est do reste 
qu'un cas particulier. 

C'est ce qui nous a déterminé à en donner ici la pre- 
mière notion, bien que nous devions y revenir plus 
tard. 

S9. Bien que résolu à supprimer pour ainsi dire 
toute application dans l'csposc de la théorie, nous 
croyons cependant utile d'en indiquer une, comme con- 
séquence bien directe de ce qui précède, et à laquelle 
nous ne donnerons aucun développement. 

Si l'on garde iea notations du numéro précédent, la 
somme de la progression par quotient OA,, OAo, — , 
0A„ est 

En formant l'équipoHence conjuguée, il est évident que 
la somme des premiers membres sera 

Or, si l'on ajoute les seconds membres, un calcul très 
simple montre qu'on obtient 

l'> ^icos\a^(n.-~i)\]-l"cos(<^-^n.X)-lc<,s(^-l)+cr,^^. 
^^ ;î-l-i-a/cosX 

Nous avons donc l'expression de la somme de cosinus 
d'arcs en progression par différence, respectivement 
multipliés par les termes d'une progression par quo- 
tient. 

Si l'on faisait / :^ i, on aurait simplement la somme 
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des cosinus. La formule est alors snsceptiLle de trans- 
formations que nous n'avons pas à examiner ici, et qui 
n'offrent pas de difficultés sérieuses. 

On peut se proposer les questions analogues pour le.' 
sinus; nous en iaissons le soin au lecteur. 



Remarque finale. 

60. Nous bornons ici les considér; 
avions à présenter sur la théorie des équipoUences. Il 
y a nécessairement un nombre beaucoup pins grand en- 
core de vérités d'ordre général que l'on pourrait établir 
relativement à ce calcul; mais l'exposé qui précède suffit 
amplement, si l'on s'en est bien assimilé toutes les par- 
ties, pour aborder les applications, qu'il nous reste à 
examiner maintenant et que nous nous efforcerons de 
varier autant que possible. 

Il nous paraît cependant nécessaire encore de placer 
ici une simple remarque générale, snr un point qui 
n'aura pas échappé au lecteur. C'est que, au fond, cette 
méthode ne fait d'autre emprunt à la science de l'éten- 
due que les premiers principes de Géométrie, en ce qui 
touche surtout les propriétés des parallèles, celles des 
angles et celles des triangles semblables. Il n'y a donc 
aucun cercle vicieux à appliquer la méthode des équi- 
poUences à des questions de Géométrie plus ou moins 
complexes, puisqu'on a seulement supposé établis les 
éléments les plus essentiels. 

Accessoirement, nous nous sommes servi, pour abré- 
ger l'exposition, de quelques notions élémentaires de 
Trigonométrie ou de Géométrie analytique ordinaire; 
mais il importe de bien se rendre compte qu'on aurait 
pu établir ces notions parle secours de la méthode elle- 
même. Nous considérons toutefois que nos lecteurs sont 
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inities à ces éléments, ce qui nous a permis et nous per- 
mettra plus de Ijrièveté. 

Quant à l'Algèbre, au contraire, nous admettons 
qu'elle est établie entièrement, que les règles de calcul 
et les transformations en sont complètement connues, 
puisque l'esprit même de la théorie des équipoUences 
. consiste dans l'identité du calcul des droites avec le cal- 
cul algébrique, d'où résulte la possibilité d'une méthode 
analytique systématiquement applicable. C'est dtt reste 
ce que montreront amplement les applications. 



EXElîGIGES SUR LE GII,\.PrrRE II. 

1. Sur les côtés BC, CA du triangle ABC, on construit res- 
pectivement les triangles BCAj, CABj, directement semblables 
à ABC. Démontrer que les droites AB, AjBi se coupent en leur 
milieu. 

Il suffit de calculer les valeurs de CA„ CB, et d'en faire la somme, 
qu'on trouvera éijuipollente à CA + GB. 
Oq conclut delà que la figure AB,BA,, est un parai lélograminc, 

2. Trois points A, B, C étant donnés, on a identiquement 

AB»M- CA.CB - BC-t- AB.AC = CAÏ-+-BG.BA. 

Cette expression, si l'on fait la construction indiquée dans 
l'exercice précédent, peut encore s'écrire AB.AAi= AB.BjB. 

L'identité se vérifie immédiatement si l'on remplace AB par n— *, ..., 
et la seconde partie de l'énoncé résulte évidemment des valeurs de 

3. On donne un triangle ABC et une droite LM. Sur celle 
droite, on construit les triangles LMP, LMQ, LiVIR directe- 
ment semblables à ABC, BCA, CAB respectivement. Démon- 
trer que les triangles PQR et GAB sont directement semblables. 
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a que leur rapport est -^771 pai 



ou en déduira PQ, PR par 
l'eKcrcice précède ut, on rc- 
iin calcui des plus faciles. 



4. Deux triangles directement semblables ABC, A'B'C étant 
donnés, on consti-uil sur AA' un triangle AXA' quelconque, 
puis les triangles BYB', GZC directement semblables à AXA'. 
Démonirev que le triangle XYZ est directement semblable à 
ABC et A'B'C. 



On calculera ï, v, z 1 
litnde et en prenant u 
Icmcnt le résultat (lem 



[ moyen des équipollences indiquai] 
b origine quelconque, et de li on ti 



la si 






S. Si l'on a x= '■ — , a? étant une quantité réelle, ie 

point X est situé sur une circonférence. 

Pour le reconnaître, i! suffit de calculer le rapport des deus quan- 
tités X , ï On voit alors que l'inclinaison de ce rapport est 



constante, c'est-à-dire que X est le sommet d'i 
sant par deui points fixes. Chercher Sa conditi 
férenee se réduise à une droite. 



i angle constan 
1 pour que la ci 



exprime que le point X est situé s 
par les trois points A, B, C. 
En prenant pour origine A, B ou 



Conséquences de l'exercice précédent, obtenues e 
dans la formule générale, les valeurs particulières 0, 
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Si on a le signe — , on construira d'abord AC = — A.C' = OB ; si 
on a le aigne +, AC = — AC'=iOB; et la construction est alore, 
ramenée à celle d'une moyenne proportionnelle. 

8. Deiis triangies ABC, A'B'C ayant même médiane AM, si 
la demi-base MB de l'un d'eux est parallèle à la bissectrice de 
l'angle B'AC et égale en grandeur à la moyenne proportionnelle 
des côtés AB', AG', la demi-base MB' sera parallèle à la bis- 
sectrice de l'angle BAC et égale en grandeur à a moyenne pro- 
portionnelle des côtés AB, AC. 

En prenant A pour origine et posant MB = d, MB'=^ n', on il 
ne = m' — d', b'c'= u' — o''. Or, d'après l'hypotiièse , on a d — \/b'i:', 
et l'on déduit de là, par conséquent, d' — \/bo. 



9. Deux triangles ABC, AB'C ayant un s 
et les côtés opposés égaux et parallèles, si la médiane AM du 
premier triangle est perpendiculaire à la bissectrice de l'angle 
B'AC et égale en grandeur à la moyenne proportionnelle de.s 
côtés AB', AC, la médiane AM' du second triangle sera per- 
pendiculaire à la bissectrice de l'angle BAC et égale en gran- 
deur à la moyenne proportionnelle des côtés AB, AC. 

Mêmes notations qu'à l'exercice précédent. L'hypotlii;se donne ici 
n = n' et u' — — d'c', et l'on en conclut m'' = — ne. 

10. Deux triangles ABC, AB'C ayant la bissectrice des angles 
en A commune en direction, et les grandeurs des produits 
AB.AC, AB'.AC étant égales, si la médiane AM du premier 
triangle est pei-pendiculaire et égale à la demi-base M'B' du 
second, la médiane AM' du second sera perpendiculaire et égale 
à la demi-base MB du premier. 

Mêmes notations qu'aux deuï exercices précédents. L'hypothèse 



il. Soit, sur un plan, G le barycentre d'un système de poids 
«1, Oj, . . . , a„ placés aux points A,, A^, . . . , A„ respcclivemenl; 
étant un point quelconque du plan, et s représentant la 
somme ai -i- a. -!- . . . + a„, démontrer qu'on a 



Sr'0G=12««8r'0A, 
La formule qui donne le point G 



y Google 



si l'on se rappelle que le carré d'nne droite quelconque MN a pour 
expression MN cJ.MN, la relation en démonstration se réduira k la 
ïérificalion d'une identité qui s'obtiendra par un calcul asseï simple. 

12. Soit un point intérieur à un triangle ABC. Démontrer 



OA.BC _ PB .ÇA _ _0C_^^_ 

ifl(BOG — BAC) ~ ^'' sin(COA — CBA) ~ ^^ sin(AOB - AC"lî)' 

En posant gr. OX^--p, gr. OB = q, gr. OC = r, BOC - BAC = -j . 
et désignant par a,, b, c les longueurs des trois eûtes, on a 



aires des trots triangles OBC, OCA, OAB, 
' donne alors 



expression dont la forme symétrique démontre le théorème proposé. 
Interpréter les résultats pour un point quelconque du plan. 

13. La somme des puissances d'un point quelconque par rap- 
port aux circonférences décrites sur les trois eûtes d'un triangle 
comme diamètres est égale à la somme des puissances du même 
point par rapport ans circonférences décrites sur les trois mé- 
dianes. 

Ce théorème est une conséquence directe de la relation générale 

«(..,.)+«(»,.)+..._«(.,. +0+...), 

qui se déduit immédiatement des formules du n" 53. 

■ii. La somme des puissances d'un point quelconque par rap- 
port aux circonférences décrites sur les quatre côtés d'un qua- 
drilatère comme diamètres est égale à quatre fois la puissance 
du même point par rapport à la circonférence ayant pour dia- 
mètre la droite qui joint les milieux des diagonales. 

Solution analogue à celle de l'exercice précédent. Corollaire relatif 
au cas où ie point est situé sur la circonférence ayant pour diamètre 
la droite joignant les milieux des diagonales. 
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IS. La somme des puissances des trois sommets d'un triangle 
par rapport aux circonférenees décrites sur les côtés opposés 
comme diamètres est égale à la demi-somme des carrés des 
côtés. 

On appliquera la relation $„{a, d) = ®(i — c, d — c), ^^repvé- 
sentant la puissance du point C. Cette formule est d'une vérité 
presque évidente. 

16- Déterminer le lieu géométrique des points dont la somme 
des puissances, par rapport à plusieurs circonférences données, 
est constante. 

En prenant pour origine le barycentie G des centres des circon- 
férences données, et en employant les relations déjà indiquées ei- 
dessua, on reconnaît que le lien ciierclié est une circonférence de 
centre G. 

17. Soient trois circonférences, décentres G,, C^, Cj; soient 
leur centre radical et M un point quelconque du plan. On pro- 
pose de démontrer que les différences des puissances de M par 
rapport aux trois circonférences sont respectivemeni propor- 
tionnelles aux projections des côtés du triangle CiCjCa sur la 
droite OM. 

En prenant pour origine, on trouve, en effet, que ces différences 
de puissances ont pour expressions 2 gr.OM gr. C'[ C'j, ..., en appelait 
C'i, C's, C'j les projections des points C,, C„ Cj sur OM. 

18. Exprimer l'aire d'un triangle au moyen des coordonnées 
rectilignes de ses sommets. 

On remplacera toute droite OA par ic + yi", H étant l'angle des 
ases, iT et ^ les coordonnées du point A, et i! suffira ensuite d'ap- 
pliquer les formules du d° 54. 

Il est facile de déduire de là l'aire d'un polygone quelcopque en 
fonction des coordonnées de ses sommets. 

19. Si plusieurs droites de même origine PAi, PAj, ... ont 
pour somme PS, le [moment de PS par rapport à un point O 
quelconque est égal à la somme des moments de ces droites par 
rapport au même point, , 

Le moment d'une droite PX par rapport à O étant, au facteur s 
près, exprimé par l'aire du triangle OPX, la proposition devient à 
peu près évidente au niojen des relations du n" 54. 
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EXERCICES. Sg 

20- Trouver la somme des sinus ou des cosmus d'un ceriain 
nombre d'arcs en progression par différence. 

a, a + B, ..., n-(- (n — ()fl étant les arcs dont il a'agit, on fera la 
somme des termes de la progression par quotient 



En mettant cette somme sous la forme A + Bi, A sera évidemment 
la somme des cosinus et B celle des sinus (59). 

21. Théorème de Moivre. — Soit une circonférence de 
rayon i, divisée en a m parties égales, ans points Aq, A,, . . ., 
As,„-i, ei B un point quelconque du plan. Joignons A^B, 
AiB, .,., Aa^_iB, etOB qui coupe la circonférence en C. 

Nommons ~ l'arc A^D; ce la longueur OB; et jo, ji, . . ., 



y^/K-i les longueurs des droites AoB, AiB, . 
On aura les deux relations 






ux propriétés sont des conséquences bien faciles de la réso- 
e l'équation binôme (ï5). Si nous prêtions en e£fet l'équa- 
— 1 = 0, elle se décompose en s" — i = o, s"' + 1 =^ o. 
oines de la première sont i, e*", ,.., s*!"'-'!^ et celles de la 



seconde t", îSO, . . 


, 5(!"'-i)tl^ en posant 6 = — 


. Prenant OA, 


gine des inclinai se 


.ns, les racines de s- - 1 = c 




',(^,)> « l'on a" 


ra l'identité 




S'«- 


= A,X.A.,X.,.Aj(„^,)^' 


'■-"-'''• 



quel que soit OX. Remplaçant OX = x par OB — iCe'", et égalant les 
grandeurs des deux membres, on a la première relation demandée. 

De même pour la seconde, en partant de ï"" + 1 — o. 

Il est difficile d'imaginer une démonstration plus simple et plus 
naturelle du théorème de Moivre. 

22. Les données étant analogues à. celles de l'exercice pvccé- 
denl, mais la circonférence ëlant supposée divisée en 4 m parties 
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égales, en A„, Ai,. 


., A,,„_,, on aura les quatre relatic 


(jonn ■ 


.:^„„_,l)2 = ^""-3:^'"cosa + i, 


(rm ■ 


■ ■ 7w»-3)* - ^^"' — aa:"' sin« + 1, 


(y^n 


-/im-s)* = 3^'™ + 23:"» cosa + 1, 


(r>ji 


■ ■ J'iMi-i)" = 3:""^.aa^m sina-Hj. 


Cette généralisatio 


du lUéorème de Moivre se démontre d' 


tout à fait analogue 


en décomposant le binûme s"" — i en 
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SECONDE PARTIE. 

APPLICATIONS DES ÉQUIPOLLENCES. 



CHAPITRE I. 

PROCÉDÉS GÉiSÉUAUX. 



Marche générale à suivre pour la solution d'une question. 

61. Oo a pi( reconnaître que le calcul des équipol- 
lances n'est autre chose que l'Algèbre des faits géomé- 
triques du plan. Pas plus que pour l'Algèbre ordinaire, 
iln'esldonc possible de donner un procédé constant pour 
obtenir la solution d'une question proposée; mais on 
peut du moins fournir quelques indications générales, 
propres à faciliter les applications qui doivent venir 
ensuite, sauf, bien entendu, en ce qui louche la théorie 
des courbes, auxquelles un Chapilre spécial est réservé. 
Les questions qui se présenteront consisteront géné- 
ralement, soit dans la démonstration d'une vérité géo- 
métrique, soit dans la recherche de certains éléments 
inconnusau moyen d'éléments connus. 

Dans l'un comme dans l'autre cas, il s'agira tout 
d'abord de mettre le problème en équipollence, en écri- 
vant les relations que fournissent les données. Cela fait, 
par des transformations convenables de calcul, au mojen 
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des règles que nous avons exposées, nous transforme- 
rons ces équipe 11 en ce s de manière à mettre en évidence 
l'objet de notre recherche. 

Dans ce travail des transformations d'équipollences, 
qui peut être plus ou moins compliqué analytiquement 
suivant les cas, les considérations géométriques ne jouent 
plus auciin rôle. Nous les introduisons au début dans 
les données; nous aurons à les examiner dans les résul- 
tats, en interprétant ceux-ci ; mais, dans l'intervalle, elles 
disparaissent, el c'est là un des plus grands avantages 
de la méthode, pour deux raisons faciles à comprendre. 
La première, c'est que nous si\ivons des règles de calcul 
fixes, invariables, qui dispensent l'esprit de toute étude 
spéciale des conditions de la question, ce qui n'a pas 
lieu en Géométrie. La seconde, c'est que, les règles éta- 
blies étant générales, les transformations de calcul se 
trouveront indépendantes de telle ou telle situation par- 
ticulière des figures, si bien que souvent même on n'aura 
pas besoin de tracer celles-ci; ou sait qu'au contraire, 
dans les solutions purement géométriques, il faut parti- 
culariser, et que l'extension au cas le plus général 
d'une solution trouvée avec une disposition particulière 
des figures nécessite souvent une discussion délicate et 
laborieuse. 

Enlin, lorsqu'il s'agit surtout d'un problème propre- 
ment dit, si une droite inconnue x est obtenue, une fois 
les calculs faits, au moyen d'opérations indiquées, à 
effectuer sur des droites données a, b, c, . . ., ces opé- 
rations répondront à des constructions géométriques 
bien définies. Par conséquent, la forme même de la so- 
lution s ^/(a, b, c, . . .) nous donnera un procédé gra- 
phique pour obtenir la solution désirée. Ce procédé, le 
plus souvent, égalera ou même surpassera en simplicité 
et en élégance ceux que donnerait la Géométrie pure. 



y Google 



PROCÉDÉS GÈM^HAUX. 



Emploi de rélimiiiation. 



62. H peut arriver fréqtiemment que le problème ne 
soit pas immédia lement réduclible à ccLLc forme simple 
x^^y(A,B,c, . . .), el que plusieurs inconnues soient 
engagées dans les équipoUences qu'on a dû écrire. On 
sera conduit alors à l'emploi de l'élimiDalion, qui pré- 
sentera exactement les mêmes difficultés que dans l'Al- 
gèbre ordinaire, et sera soumis aux mêmes principes. 

Emploi des équipoUences conjuguées. 

63. On a pu remarquer qu'une équipollence équi- 
vaut en réalité à deux équations algébriques. Si la quan- 
tité qu'on cherche est essentiellement algébrique par 
sa nature, elle ne sera donc pas explicitement mise en 
évidence par l'équîpoUence qui la contient. Mais on 
pourra la faire apparaître par l'emploi de l'équipoUence 
conjuguée (46). Entre ces deux équipoUences on élimi- 
nera l'inconnue qu'on voudra, de manière à ne garder 
que celle qu'on désire. 

Comme exemple très simple, soit ^^^ x -^-yi^rîSi 
et admettons qu'on ailx;^*; on aura aussi cj.x = cj.4. 
Si nous désirons obtenir x, nous écrirons x^= ■-■-■■■ - -; 

y sera donné par . ■■■ - r par yj k cj, a , el par la 

relation e" i=z i / ^ . 

Mais on peut souvent se dispenser de cette élimina- 
tion. C'est ainsi, par exemple, qu'ayant mis s sous la 
forme a + bi, nous pourrions, si nous désirions obte- 
nir 9, écrire iniiïiédiatemcnt tangfi = -■ 
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Méihode de décomposition. 

6i, Une mctliode que nous aurons très fféqueiiimenl, 
occasion d'employer repose sur la décomposition pos- 
sible d'une droite suivant deux directions données (12). 
Si une telle réduction est possible dans l'équipollence 
finale à laquelle conduit une question, et de telle façon 
que cette équipoUcnce soit de forme linéaire, 

«.\B-^<.CD = û, 
il en résulte, d'aprè^i un principe établi pins liant (21), 
qu'on a séparément 

Ces deux équations contiendront les éléments des fi- 
gures étudiées, u el v étant fonctions de ces éléments, et 
l'on arrivera ainsi à établir les propriétés demandées ou 
à trouver les éléments que l'on cherche. 

Il est essentiel de remarquer encore une fois qu'il n'y 
a pas de procédé infaillible à recommander et qu'une 
Jurande part est toujours laissée à la sagacité, soit dans 
la mise en équipollences, soit dans les transformations 
de calcul. C'est ce qui a lieu dans toutes les branches 
de la Science; et l'emploi des coordonnées lui-même, 
cnalgréson caractèrethéoriquede grande généralité, peut 
conduire, pour la même question, à des calculs inextri- 
cables ou à des solutions fort élégantes, selon le choix 
qu'on fait des axes et l'habileté avec laquelle on établit 
les conditions du problème. 

Construction de quelques équipollences types. 

6S. Il est bon de placer ici la construction de cer- 
taines équipollences d'une grande simplicité, qu'on ren- 
contre à chaque instant dans les applications, et qu'il 
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importe en conséquence de se rendre, absolument fami- 
lières. Nous nous abstenons à dessein d'emplojerici des 
figures, de crainte de particulariser des solutions entière- 
ment générales. Le lecteur pourra dessiner lui-même les 
figures dans toutes les hypothèses possibles, afin de 
mieux s'assimiler les solutions. li nous semble suffisant, 
d'ailleurs, d'indiquer celles-ci de la manière la plus som- 
maire, car elles constituent de simples applications des 
principes exposés dans la première Partie. 

66, Soit l'éqiiLpollencc s£"AB --: CD. On cherche z 

Si l'on mène AE = CD, on aura 



_^M-,_AK 



r.BAE, 



" gi-.AB' 

Il est évident qu'on aurait aussi la solution — - z et 
«+ i8o". 

67. Soit l'équipoUence x A.M ■ \- y CD -= OR ■ On 
cherche x el y. 

Traçons OE^-.AB, OF ■--. CD, et sur ces deux direc- 
tions construisons le parallélogramme OPHQ. On aura 



Ces quantités x, y peuvent être positives ou négatives. 

68. Soit l'équipoUence e^AB+zCD-- OH. On 
cherche u ely. 

Menons par H une parallèle à CD. Coupons-la par 
un arc de cercle de centre O et de rayon égal à gr. AB . 
Soit K le point d'intersection; traçons enfin OE ^ AB. 
On aura 

„=ang.EOK, y^^- 
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Il pourra y avoir deux positions pour le point K, une 
seule ou pas du toiil, suivant les données de la figure. 
Delà deux systèmes de valeurs de u et de^, qui peuvent 
se réduire à un seul o\\ disparaître. Dans ce dernier cas, 
l'équipollence est impossible. 

69. Soit réquipollence s"ÂB + s^CD = OH. On 
cherche « et v. 

Construisons sur OH comme base un triangle OKH 
dont les côtés soient gr.ABet gv.CD. 

Les angles formés par les côtés de ce triangle avec les 
directions ÂB et CD seront u et v. 

Il peut y avoir quatre solutions, et l'équipollence est 
impossible lorsque gr.OH > gr.ÂB + gr.CD. 

70. Soit l'équipollence 6"AB + s-«GD = OH, à la- 
quelle on est assea fréquemnienl conduit. Il n'y a qu'une 
seule inconnue. On pourrait résoudre cette équipollence 
à la manière d'une équation du second degré; mais il 
sera préférable de la traiter comme celle du numéro 
précédent; u eX —u seront considérées comme deux 
inconnues distinctes. 

Il est clair qu'alors on devra choisir, parmi les quatre 
solutions, celles qui vérifient l'équipollence. Si l'on se 
donnait arbitrairement AB, CD, OH, l'équipollence se- 
rait en général impossible. 

Construction des racines d'une éqaipoUence du second degré. 

71. Supposons qu'une équipollence générale du se- 
cond degré soit mise sous la forme 

0X^-4-. OP. OX-i-0Qs = o, 

que nous supposons homogène pour que les racines 
soient des droites. 
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: mêmes Iransformaûons qii'ei 
immédiateniRnl 



En la Bonmettanl 
Algèbre, nous iroiT 

(OX -!- 1 OP) = ^|Opi^OQÏ. 

Posons ifig.iG) — iOP = OG et 0Q' = — OQ; 
alors on a sous le radical 

OG2-OQî={0G-0Q)(OG-OQ') = QG.Q'G = GQ.GQ', 
et l'cquipollencc devient 

GX = i/GQ.GQ^, 

La résolution, graphique en sera donc obtenue immé- 




diatement par la construction (33) de la moyei 
portionnelle entre GQ et GQ'; on obtient deux solu- 
tions GX', GX", égales en longueur et directement 
opposées. 
On a 

OX'+OX" = — OP et OX.OX"= OQ^ 
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de socle que OQ est la moyenne proportionnelle de 
OX' et OX". 

Tout ceci est susceptible d'interprétations géomé- 
triques qui se présentent d'elles-mêmes. En se repor- 
tant à la Jlg. 9 du n° 33, si l'on appelle G le milieu de 
AB, et si l'on joint GM, GM', on voit; i" que la lon- 
gueur GA est moyenne proportionnelle entre lès lon- 
gueurs GM, GM'; a" que AB est bissectrice de l'angle 
MGM'. 



EXEllCICES SUR LE CHAPITUE 1 



Il suffira (le résoudre le sjslème d'éqiiipollenccs x+z-=2.i, 

ï-l-« = 2u, La solution donne une construction géo métrique 

des plus simples. 

2, Construire un polygone de n, côtés, connaissant les points 
qui divisent n côtés ou diagonales dans des rapports donnés. 

C'est une généralisation de l'exercice précédent. Le problème est 
ramené à la solution de it é qui poil en ces â ii inconnues, de la formp 

3. Soient A,Ab... A„, et BiBa . , . B„ deux polygones ré- 
guliers de n côtés, inscrits dans deux circonférences concen- 
triques; P un point de la circonférence (A) et Q un point de 
la circonférence (B). Démontrer qu'on a 

(gr.QA0=+(ër.QA,)^ + ... = (gr.PB|)'4-(gr.PB0= + .... 

Posant P = ae'', Q = ôeS et représentant l'un quelconque des 
points A par de* et l'un quelconque des points B par fie', on formera 
l'expression QAcj.QA, et l'on reconnaîtra que la somme de ces ex- 
pressions est ft(a'-l-6'), parce que Se' = o, Ss'' = o, les polygones 
étant réguliers. 
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4. Trouver la Uilféreuce entre les deux, s 
indiquées dans l'exercice précédent, lorsque les deux c 
férences ne sont pas concentriques. 

Calcul analogue. On trouve, pour oelLe différence, l'express 

c étant la distance des centres. 

On remarquera, dans ces deux esercicea, qu'il n'est pas 
que les polygones soient réguliers. Il suffit que les barjcentres de 
leurs sommets soient respectivement situés ans centras des circon- 
férences dans lesquelles ils sont inscrits, pour que les propriétés sub- 

8. Deux, triangles symétriquement semblables ABC, A'B'G' 
étant donnés, on prend les points milieux P, Q, R des droites 
kk', BB', GC; déterminer l'aire du triangle PQR. 

On a 

2PQ=: AB + A'B', 2PR = AC + A'C'; 

et, en calculant l'aire de PQR, il en résulte, si l'on tient compte de la 
relation de similitude (51), 

airePQR = J-(ïH-s'), 
en appelant s et s' les aires des deux triangles donnés, en grandeurs 

6. Même problème, en supposant que les points P, Q, R 
divisent les droites AA', BB', GC dans «n même rapport donné, 
différent de \. 

Calcul et solution analogues. 

7. OX, OY, OZ, ... étant des droites de même origine, 
ramener l'équipollence linéaire 

a;OX-h-jOY-H30Z-h...= o 
à la forme binOme. 



OX = fl:,OA, + aT,OAi, 
Les droites OAj, OA, étant absolument arbitraires, cette décompo- 
sition pourra faciliter beaucoup la solution de certains problèmes. 

8. Conslruirc un triangle, connaissant les longueurs de deu\ 
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côtés AB, ÂC et 'l'une droac AD qui divise le cMé BC dans un 

, , BD 
rapport donne -=,~^ = m. 

On trouve très facilement AB = (ra + i)AD — raAG, ce qui est 
une iSqaipollence de la même foïmc que celle du n° G9. 

9. Donner la solution et la construction de l'équipoUence 
bicarrée. 

On suivra la même marche qu'au n" 71. La disposition géomé- 
trique des extrémités des racines est digne de remarque. 
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EXERCICES DIVEHS. 



Applications du procédé de décomposition. 

72. Théorème. — Les trois médianes d'un triangle 
se rencontrent en un même point. 

Soient ABC le triangle, AA.', BB', CC les trois mé- 
dianes. Posons AB = Ti, AC= c. Si G est le point de 
rencontre de AA,' et, BB', on a 



= 3;AA' 


= .?-±-", 


TÎC =7B]ï'-^j^^-i)y 




-"^-- 


.-,-,(=-.), 


donne 






î = , 


-r. 7 


■ - -^ , ar = |- - a 



Lasjniétrie du calcul prouve qu'en clierchant la ren- 
contre de AA' et ce on aurait encore trouvé x= |- 
Donc on n'a qu'un seul point G. 

Ce point est le barycentre des trois points A, B, C, 
lequel n'est autre, comme on sait, que le barycentre de 
l'aire du triangle. 

73. Problème. — On prolonge les côtés AB, BC, 
CA d'un triangle {fig- 17) en BC, CA', AB', ces Ion- 
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gueurs étant proportionnelles à celles des côtés, res- 
pectivement. Trouver les intersections A.,, B,, Ci des 
droites ÂA', BB', CC entre elles. 




= k. 



„ . BC GA' 
S°'^ ÂB = BC ^ 
Posons CA = A, CE ^ a. Alors 

CA'=-^-/ni, A'A=^/:b-^a, CB' = (i-^)a, Bri' = (i-L7.)A-B. 



, BCi 



AC, 



,oYlen. 



CB+ BC, =^ CA + AC, deviendra 

d'où, égalant les coefficients de a et de b, 

û;{i^k) = i^y, i — x^-ky, 



- /cM-/:h-i 



le rapport -^^ est évidemment i 
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On a donc, par raison de symétrie, 
G, B' A, G B, A! k-- 



ce 



AA' 



C|A 



De là encore cette conséquence 

ÇB' __ Aj_C' _ Ri A' _ , 
Ailî ~~ IÏ,C ^ GAi ~ 

Nous laissons au lecteur le soin de la discussion, selon 
les diverses valeurs positives ou négatives de k. 

74. Théorème. ^ Si par un point quelconque E 
{fig- i8), pris à l'intérieur d'un parallélogramme 
ABCD, on mène des parallèles HG, FK aux deux 
côtés, les trois diagonales AC, FG, HK concourent en 
un même point. 




Soient AB = b,AF^/b, AD ;= d, AH =- /(d. 
On a 

AL = AF + FL ou .r AG = AF + jFG, 
c'est-à-dire 

:riB-.-D) = fi,-.-y(B + hn-fB). 
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Delà 

La symétrie de celle valeur en / et A prouve qu'on 
trouverait la même expression en cherchant l'intersec- 
tion de AC et de HK, ce qui démontre la proposition. 

75. Théorème. ■ — Les milieux des trois diagonales 
d'un quadrilatère complet sont en ligne droite. 

Soit {fig. 19) ABGDFH le quadrilatère. 

Fie- ^9- 



Posons AB^B, AF=/b, AD = d, AH=/jd. On 
a (17), G étant sur chacune des droites BH, DF, 

AC = c = ^b + (i-:b)Ad=jd + (i-j)/b. 

Delà 

■^ = (1-^)/, y = {i--^)h, 

et c peut s'écrire encore 

Or les milieux I, K, L des diagonales sont donnés par 
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De là 

KT = i[(^-l)BH-(/-l)D]=-^(^B^^«)||/7B-ft^D, 

d'après les relations qui précèdent. 

Par conséquent, Kl [| LI, ce qui montre bien que les 
trois points K, L, I sont en ligne droite. 

76. Théorème, — Les bissectrices des angles exlé- 
rieurs dhtn triangle rencontrent les côtés opposés en 
trois points situés sur une même ligne droite. 

Soient ABC le triangle, a, b, c les longueurs de ses 
côtés, AA' la bissectrice extérieure de l'angle A, ter- 
minée au eôté BC. Prolongeons BA d'une longueur AD 
égale à AC. Alors AD = ^ BA, AA' ---. x (\C + ^ BA) , 
et nous avons 



4b, 



Donc, lîA'= -%BC. Par symétrie, CB'= ~'~ CA, 
AC'= T ■ ÂB. Par conséquent, 

AA'^AB-: ^^BG, AB'= - ^- OA, AC':= ---A15. 

Donc 

(c — 6)AA'-: (a — c)AB'-r-(& — (i)AC'^o, 

et comme la somme des trois coefficients est nulle, il 
s'ensuit (17) que les trois points A'. B', C sont en 
ligne droite. 



y Google 



Constructions de triangles. 

77. Construire deux triangles directement sem- 
blables dont on donne les bases, sachant qu'ils ont 
même sommet. 

Soient AB, A'B' {Jig. 20) les deux bases données, 
X le sommet commun inconnu. On a {32} l'équipol- 
lence 

XA _ XA' _ XA -J .AA' 

AB " A'B"' "" " A'B' "' 



ti donne 


résofue, par rapport à XA, 




ATÎ.AA' 
^^ A'B'-AB" 


Conslrii 


lsonsB'D:=BA. Alors 




y^ AB.AA' XA AA' 
A'IJ ' AB A'D 



et il est clair que les triangles A'DA, ABX sont direc- 



tement semblables ; d'ovi une construction des plus 
simples pour le point X. 

On remarquera que si les deux triangles XAB, XA'B' 
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sont semblables, il en est nécessairement de même poiiv 
les triangles XAA', XBB'. 

78. Construire deux triangles symétriquement 
semblables dont on donne les bases, sachant qu'Us 
ont même sommet {fig- ai). 

Conservons les mêmes notations qne dans le niunéio 
précédent. La question se réduit encore à la détermina- 
tion du sommet commun X. Or on a (SI ) 



AX _ cj A'X 



AX cj A'B' = AB(cj AX - r.j AA'j. 



■ cj A'E 

Nous avons donc aussi {i(>),l'équipolience conjuguée 

A'B'cj AX = cj AB(AX — AA'), 

Fis. ... 



L'élimination de cj ÂX entre ces deux relations nous 
donne 

AX(AB cj AB — A'B'cj A'B') = AB( AA'oj AB -+- A'B'cj AA). 

Pour simplifier les constructions, prenons AA' pour 
origine des inclinaisons. Alors AA'=cj AA', et il vient 

AX{ABcjAB — A'B'cj A'B') = AA'. AB( A'B'-- cj AB), 
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Menons A.D^A'B', puis formons le triangle ADIl 
symétriquement semblable à ABD. Alors 

cjAH _ AD -AH- AD c jAD _ A^^jA^' 

cj AD ~ AB ' '^J AB ~ AB" "" ' 

el l'équipollence se réduit à 

AX(ci AB — cj AH) = AA'{ A'B'-H cj AE), 

Enfin, menons AE ^ — cj A' M', et nous avons 

AX cj HB ^ AA' cj 



AX __ cjBE 
AA' ~ cjBH' 



c'est-à-dire que le triangle AA'X est sjmélrjqueraent 
semblable à BHE. 

Noiis laissons au lecteur le soin d'effectuer les con- 
structions, qui n'offrent aucune difficulté, 

79. Construire un triangle ABC (Jig. 22), connais- 
sant ta hase AB, l'angle ABC et sachant qu'entre les 




longueurs a et h des côtés BC, AG il existe (a rela- 
tion a^ l-\'pb. 

La direction BC est connue. Portons, sur cette droite 
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indéfinie, BL, do longueur ;, puis LP de longueur /?. 
On aura évidemment 

BC = BLh tLP, LC =^&LP, L,\ r-.- 6LP^CA. 

Or, en appelant p l'iEclinaison de CA, CA— bc^.Donc 

Par conséquent LP + eP || LA. Mais, si da point P 
comme centre nous décrivons une circonférence de 
rayon égal à l'unité qui coupe LA en K, il vient 
I,K = LP + PK = LP -i- sS II LA. 

Donc 6^ p, ou PK II CA, ce qui résout le problème. 
Il peut j avoir 2,1 ou o solutions. 

80- Construire un triangle ABC (Jig. 23), con- 
naissant les longueurs de deux câtés AB, AC, et de 
la bissectrice AD de l'angle A. 

Soient gr.AB— c, gr.AC:r= 6,êr.;iD ~ d, A= aa. 
Prenons A pourorigincdesdroites, AD pour origine des 



inclinaisons. Alors AD = c;, AB=^cs«, AC = is"''. Ex- 
primons que les points B, D, C sont en ligne droite, en 
é crivant 

AC^ a-AB-h(i-a^)AD ou i>^-^= cxe-^-^- {l- a:)d. 
L'équipoUence conjuguée est iï"=ca;£'"" + (i — x)d. 
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De là, par soustraction, puis divisant par s" — î~", on 
tire aï = — -- Remplaçant a: par cette valeur dans la 
première équipoUence, 

Le premier membre représente le double de la pro- 
jection de AB sur la bissectrice. On l'obtient ainsi par 
une construction des plus simples, ce qui détermine le 
triangle. 

Remarque. — La valeur a; ^ — - eî-dessus donne 

_ & _ DG ^ _ 9P 

'<] "" DB' °'' c ~ bB' 

on rencontre donc incidemment la propriété bien connue 
qui caractérise la bissectrice. Il serait aisé de l'établir 
directement, ainsi que la propriété de la bissectrice de 
l'angle extérieur. 

81. Construire un triangle ABC {fig. 24), con- 




naissant les longueurs de deux côtés AB, AC et les 
positions de deux points F, D, divisant les côtés AB, 
BC dans des rapports donnés. 
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gi-AC = b, S'^AF =/, grFB r-. g 



On lire 1res facilement de là, en remplaçant AC par 
FC — FA, DC par FC — FD, et BD par FD — FB, 



l>t^+img-/)ty=lm 



-i)FD. 



Si nous construisons FK. = (m-(-i)FD, puis si nous 
formons le triangle FHK, dont les côtés FH, HK aient 
pour longueurs respectives mg — /et b, il est évident 
que FH aura la direction de AB, et que HK = AC, 

82, Construire un triangle XYZ (Jîg. aS), direc- 
tement semblable à un triangle donné PQB, et dont 
les sommets soient à des distances données d'un 
point O. 




Soient grOX =:; a, grO\' = b, grOZ = c. Il est évi- 
dent qu'on peut prendre à volonté le point X sur la 
circonférence de centre O et de rayon a. Ceci fait, nous 
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S (32) 



OX.QR-^OY.RP-i-OZ.PQ- 



nouvelle forme remarquable de la similitude des deux 
triangles. 

Si nous formons le triangle OXK directement sem- 
blable à RPQ, nous avons -^ = ~p . et l'équipollence 
précédente devient 

KO-i-OY + 0Z ^ =0, 

si bien que YK = OZ |J ■ 

Dans le triangle KOY on connaît la base KO, et les 
longueurs des deux autres côtés, savoir grOY = b, et 
grOZ ^— uK =c |— j T^ - On peut donc construire ce 
triangle KOY, et le problème est ainsi résolu. 

Comme on peut former le triangle de part et d'antre 
de la droite KO, il y a deux solutions. 

La condition de possibilité est évidemment que cha- 
cune des trois quantités 

agrQR, bgrRP, cgrPQ 

soit plus petite que la somme des deux antres. 

83. Construire le point X d'oà l'on voit sous des 
angles donnés les côtés d'un triangle donné ABC 
{fig. a6). 
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Les équipollences du prohlomc sont — ^y&tj 
g =2£p. Remplaçant XB par XÂ. + AB, XC par 
XA + AC, puis éliminant XA, on oljlient sans peine 
ZP-?BA.-t-filAG = DC, 

Si nous formons les angles ABU, ACU respective- 
ment égaux à AXC, AXB, nous aurons ainsi 

JBU = ^jpBA, eu =7ïTCA, 

Fi g. a6. 




et il suffira ensuite de former le triangle AGX directe- 
ment semblable à AUB pour obtenir le point X. 

La solution graphique est notablement plus simple 
que celle qu'on aurait au moyen des segments capables. 

84 On donne trois points A, B, G. Trouver la 
base eommune des trois triangles AXY, BXY, CXY, 
connaissant les différences de leurs angles aux som- 
mets A, B, C, ainsi que les rapports entre les rap- 

, , , , . AX BX ex 

ports de leurs cotes gr-ryi ?,'^vv' ^''^cy' 

Les conditions du problème sont totalement expri- 
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niées par les deux équipollences 

AX-BX _ AX.CY _ 

ÀY.BX ~ '■''' AY.CX "''■ 

[A elv étant deux rapports géométriques donnés. 
Prenons A pour origine des droites; nous avons 

Éliminant y entre ces dens éc|uipollences, on obtient 

, ^ (y— |X)BC 

Construisons maintenant les points N, M, tels qu 



La droite x ou AX prend la ibrme très simple 



Construisons les triangles ACR, ABS directement 
semblables à MNB, NMC, chacun à chacun. Gela nous 
donnera 



d'où X = u + s, c'est-à-dire AX = AR ■+- AS. 

On obtiendrait Y par des constructions tout aussi 
simples. 

85. Construire un triangle ABX. connaissant: i" ia 
base AB ; 2" le rapport ou le produit des deux autres 
côtés; 3" la différence ou la somme des deux angles 
à la base. 
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Cei énoncé donne lieu à quatre problèmes différents, 
qui devront se résoudre an mojcn des quatre éqnipol- 
.ences 



AX _ 
BX "" 



cj lîX 
3°) AXcjBS = a, 

4") AX.BX = H, 

a élanlune quantité géométrique donnée. 

Les cas (i") et(a°) ont été résoins pins haut (77, 79). 
Le dernier (4") conduit immédiatement à une équipol- 
lence du second degré (71). 

Bornons-nous donc au troisième. Posons 

a = — AB.AD, 

de telle sorte que BAD sera égal à la somme des deux 
angles à la base. 

Prenons A pour origine des droites, ÂB pour origine 
des inclinaisons. L'équipollence devient 

AX(cjAX — AB)= — AB.AD, 
et l'équipollence conjuguée est 

cjAX(AX — AB)=— ABcjAD. 
Retranchant et divisant par AB, on a 

AX ^ cj AX = AD — cj AD ou DX = cj DX, 

ce qui nous montre que DX est parallèle à AB. 
Eliminons maintenant cj AX et nous obtenons 

Xx^ — (AB + AD — cjAD)AX-i- AB.AD = o, 

équipollence du second degré facile à résoudre (71 ). 
On trouvera toujours deux points X. Mais si ces 
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points ne lombent pas sur la parallèle à AB menée par 
le point D, le problème est impossible. La condition de 
possibilité est facile à trouver en étudiant la construc- 
tion. 

Il est bon de remarcjner, d'une roanièrc générale, 
qu'en combinant une équipollence avec sa conjuguée, 
on peut très bien trouver des solutions qui ne satis- 
fassent plus à la première équipollence. Donc, comme 
dans le calcul algébrique ordinaire, il importe toujours 
de vérifier et de discuter les résultats. 

Propriété du quadrilatère. 

i^6. BcV\dc-,iikèb{d—c)-\-d{c — b)^-c{b — d) = o, 
nous concluons (37), quel que soit le point A, l'équi- 
poUence identique 

AB.GD-H AD.RC^AC.Di5^-=o, 
qui exprime une propriété géométrique du quadrllalètc 
ABCD. 

Les trois termes doivent être respectivement équi- 
pollenls aux trois côtés d'un triangle. 

Si inc{AB.CD)= inc{AD.BC), ce triangle se ré- 
duit à unellgne droite, ce qui donne 

grCAB.GD) + gr(AD.BC) = gr(AC,BD), 
c'esUà-dire que, dans tout quadrilatère dont les angles 
opposés sont supplémentaires, le produit des diago- 
nales est égal à la somme des produits dés côtés op- 
posés. 

Si inc((VB.CD)~inc(AD.BC) = it9o% le triangle 
en question est rectangle. On déduit facilement de là 
que la somme des angles BAD, DCB est de 90° ou 270". 
De là, en appliquant le tbéorème du carré de l'hypo- 
ténuse, nous tirons cet énonce: 
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EXERaCES BIVEBS. 87 

Si la somme des angles opposés d'un quadrilatère 
est de un ou de trois droits, le carré du produit 
des diagonales est égal à la somme des carrés des 
produits des côtés opposés. 

Sigr(AB.CD) = gr(AD.BC), ona(26) 

inc(AB.CD)M-mc(AD.BG) = 2inc(AG.DB). 
11 est facile de donner à celte égalité la forme 
angBAC -+- angCBD -+- angDGA-i- angADB = 180'; 
d'où ce théorème ; 

Si les produits des côtés opposés d'un quadrilatère 
sont égaux, la somme des angles que forment suc- 
cessivement les diagonales avec les côtés, dans un 
même sens de rotation, est égale à deux droits. 

. Si angBAC = angCAD^Ôo", et qu'en même temps 
les trois points B, C, D soient en ligne droite, on recon- 
naît sans peine que le triangle formé par les trois termes 
AB.CD, AD.BC, AC.DB est éqniangle. Donc 

gr(AB.CD)=gv(AD.BG)=gr(AG.DB); 

c'est-à-dire que, si les trois droites AR, AG, AD, for- 
mant entre elles deux angles successifs de 60°, sont 
coupées pa,r la droite BCD, les grandeurs des trois 
produits AIB.CÏ), AD.BC, AC.DB sont égales. 

Toutes ces propositions sont, on. le voit, de simples 
conséquences de l'équipollence identique écrite au 
début. 

Points en ligne droite. 

87. Nous avons déjà (17) exprimé la condition pour 
que trois points A, B, C soient en ligne droite ; si nous 
posons OA = A, OB = ]i, OC^c, cette condition s'es- 
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prime par l'équipoltence pA + yii 4-;-c ^ o, /), y, 
étant trois coefficients i^ui satisfont à l'égalité 



Donc, écrivant l'équipollence conjiiguée, 
(jue^, q, r satisfont aux trois relations 



ir qu'il y ait un système de Yaleu) 
à ces relations, il faut 



i CJ9. CJIl CJC ! 

Nous avons ainsi, sous une nouvelle forme, !a condi- 
tion pour que les trois points A, ?>, C soient en ligne 
droite. 

Droites concourantes. 

88. Clierclions la condition pour que les perpen- 
diculaires aux extrémités des trois droites OA = a, 
OB^ni, OC=:c se rencontrent en an même point. 

Nous aurons les éqaipollences 

A(l + a,0 = B(l+/0=c(l+^i) 

et, par suite, les éqnipollences conjuguées 

cJA(i — a:0 = cJB(i— jj)^cJG([ — Si). 

Éliminant a::, j, z entre ces quatre relations, il vient 

acjaCrcjc — ecJB}-t-BCJU(CcJA — ACJC) 

-HCC3C(AfiiD — BCjA) = 0, 

relations qui expriment ia condition cherchée. 
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EXERCICES DIVERS. 89 

On peut évidemment l'écrire 

gr'OA.aii-c OBC + gr^OB.aii'R OCA + gr' OC. aire OAB = o. 

Mais il est possible aussi de la transformer aiilrement. 
Si en effet nous remplaçons Bcjc — ccjb, ... par 
ipt , iq, , ir, , il est évident que nous aurons à la fois 

p,k-h q,n-^r,C = O, 

Picix-h q, cj B + /-i c cj G = o, 

7)iAcJA-^9', BCJB + riccjc = 0. 

La condition ci-dessus s'écrit donc encore 



Le déterminant que nous avons ici se déduit de celui 
du numéro précédent, en y remplaçant a, b, c par 
—!~! -:— I -=-■ Il est aisé d'interpréter s-éométrique- 



89. On peut se proposer de généraliser le problème 
et de chercher la condition pour que trois droites quel- 
conques AA', BB', ce se rencontrent en un même point. 

Soient OA = A, OB:^B, OC^c, AA' = a', BB' = b', 
CC'=c'. 

Nous devons avoir 
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si entre ces équipollcnccs et leurs conjng^uces 

CJA-+a^CJA.'= ciQ-l-JCJB'=CJC-ï-«CJG', 

nous éliminons les quantités algébriques x,y, z, nous 
obtiendrons la condition clierehée. On trouve ainsi 

(ACJ*' — A'CJA}(B'CJC' — C'CJB') 

+ (B cJB'— B'cj d) (c'cj a'— a' cj c') 
-i-(ccJG' — c'cjc)(A'cJB'— a'cJA')=o 
ou 
aii-e OAA'Cb' cjc' — o' cjn') -^ aife OBB'{c'cj a'~ a'cjc') 

-FaireOCC'(,v'cJB'-B'cJA')=o. 

Il est facile de voir qu'on peut encore écrire cette 
condition sous l'une des formes suivantes : 

rjA' cjo' cjc' I =0, 

j aireOAA' aireOBB' aireOCC 1 
(G — B)A'ciB'cjc'H-(cjC — CJe)cji'.B'i:' 

+(a— g)b'cJc'cJa'-+-Ccj* — cjc)cjb'.c'a' 
-I-(B — A)c'cJA'cJB'-!-(cJD — cja)cjg'.a'd' = o, 

(g— B)A'cjB'ciG'^-(\— G)B'ciG'cJA'-H(B — A)c'ciA'cJB'||l. 

Dans toutes ces diverses formules, il est clair qu'on 
peut multiplier a!, b', c' par des nombres réels quel- 
conques sans altérer la condition; par conséquent, on 
peut introduire à la place de ces droites e"', eP, si', en 
appelant a!, p', Y leurs inclinaisons respectives. Si l'on 
pose en outre gr OA =: a , gr OB = b , gr OC = c , et 
angOAA'=Â, angOBB'=B, angOCG'=C, la condi- 
tion pourra s'écrire sous l'une des formes suivantes : 
I zy-' t?' ïT' I 

1 asinA bsiiiB caiiiC | 
BG.eï-;i'-ï'-V-CA.;3'-ï'-ï'+ AB-^ï'-ï'-P' 11 i. 
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On reconnaîtra sans peine que ces diverses expres- 
sions de la condition cherchée se réduisent à celles 
dii numéro précédent, lorsque l'on suppose que les 
droites AÂ', BB', GC sont respectivement perpendicu- 
laires à OA, OB, OC. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE I 



i. D'un point P, pris sur la bissectrice de l'angle A d'an 
triangle ABC, on abaisse des perpendiculaires PA', PB', PC 
sur les trois côtés. Démontrer que PA' j 
point Q silné sur la médiane issue du point A. 

Prenant la bissectrice pour origine des inclinaison 



AC = 6 



ABi; 



si bien que AQ a la même direction que 

{b + c)cosa^{b-C)is-iua ou AC 

2. Un angle constant BAC tourne autour de 
A; trouver la position de l'angle pour laquelle il intercepte sur 
un cercle donné dans son plan une corde de longueur connue. 

En prenant le rayon du cercle ponr unité et appelant 6 l'angle 
donné, 6) celui qui répond à la corde donnée en longueur, on voit 
que l'équipoUence du problème est 



l que la grandeui- Ju 
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SECOMJE PAHTIË. — CHAPITRE II. 
>re est — et que le rapport des deux termes du second 



3. Couper un triaogle ABC par une droite YZ, de 
que les deui: parties de ce triangle soient entre elles dans 
l'apport donné, et que la droite qui joint leurs barycentres for 
UD angle donné avec la sécante. 

Prenant A pour origine, soient y = yn, z — î;c. On aura l'équat 

et l'cquipollcnce 



On résoudra le problème en décomposant les droites suivant les di- 
rections B et c par esemple. 

4. Les sommets B, C du triangle ABC sont fixes, ei le troi- 
sième se meut sur une droite. Démontrer que les sommets et 
le centre du carré inscrit dont un côié repose sur BG décrivent 
des droites. 



.T(.-ci») = ..X,-a!)oi 
)rs que, si iv est de la forme p 



et par conséquent D décrit une droite. De m6mc pour l'autre sommet 
et aussi pour le centre. 

5. On divise deux c6tés opposés d'un quadrilatère en seg- 
ments proportionnels aux eûtes adjacents. Démontrer que la 
droite qui joint les points de division est parallèle à la bissec- 
trice de l'angle que form.ent les deux côtés non divisés. 

M, N étant les points de division des deux côtés AU, CD, on 
tiQuve, si srAD = a, grBC = b, 

fa-i-6>MN = aBC-i-ùAD, 
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ce qui démontre la proposition, les ileux termes du. secontl merolire 
ayant mûme gcandenc. 

6. Si les diagonales d'un quadrilatère se coupent à angle 
droit, les perpendiculaires abaissées du point de concours des 
diagonales sur les côtés rencontrent chacun des côtés et le côté 
opposé en huit points situés sur une même circonférence. 

étant le point de rencontre des diagonales et ABCD le quadri- 
latère, soient OA = a, OB = 61, OC^ — c, OD =—di, OP la per- 
pendiculaire sur AB, Q son point de rencontre avec CD. On obtient 

et la symétrie da produit 

7. Les perpendiculaires élevées aux milieux des bissectrices 

intérieures d'un triangle rencontrent les côtés correspondants 

en trois points situés en ligne droite. 

Si A, est le point de rencontre avec BC de la perpendiculaire à I;l 

e du point A, on trouve très aisément 

_èîn-c'c_ 



8. Soient B', C les projections des sommets B, C d'un 
triangle ABC sur la bissectrice de l'angle A. Démontrer qu^ 
les perpendiculaires abaissées de A, B',', C sur BC, CA, AB 
1 même point. 

r origine des inclinaisons, d'où 
AC = bs", AB = ce-«, .\B' = Ccosa, AC' = 6 Coso, 

AB' + iEi'AC =yiBO = AP- 
La valeur trouvée alors pour y étant indépendante de b et c, il en 
résulte que le point P est le môme pour les perpendiculaires issues 
de B' et de C, On trouve ainsi, du même coup, l'expression de la 
longueur de AP, 
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CHAPITRE III. 

APPLICATIONS AU TRIANGLE. 



Formules trigono métrique s. 

90. Nous avons déjà vu (43) les expressions dii 
et du cosinus d'un angle, que nous rappelons ici : 



On déduit de ces relations la valeur de la tangente 



ces formules ont une grande importance. 

91. Considérons maintenant {fig- 27) nn triangle 
ABC, dont les côtés, de longueur a, &, c, aient pour 
inclinaisons a, P, y. 

En supposant ces trois inclinaisons rangées par ordre 
de grandeurs, et en appelant A, B, C les angles inté- 
rieurs, nous avons les relations suivantes : 

^ - M = 7> — C, 

A n- B H- C = i:. 



yGoosle 



APPLICATIONS AU TEUNGLE. §5 

L'équipollence EC -^ CA -;- AB = o nous donnera 

c'est-à-dire 

Nous avons en même temps l'équipollence conjuguée 
(3) a^^=b-'^<^^c,-^~\ 

et de là, en combinant ces deus relations (■'.) et (3) par 

Fig. 27, 




istraction, puis par addition, 



(i) 

(5) 



= 6 siii (ï— C) -H c sin (a -H B), 



En multipliant (2) par (3) il vient 
(6) «2= i,î^_ cs^- 6c(sB+C-i- E-E-G) = z,î -^ c5_ 26c cosA. 



Si dans (/|)eL(5), nous faisons a ^ o, ces formules 
donnent 



(7) 
(8) 



a = 6cqsGh-ccosB. 
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,sA-ccosC = &cos(A-G), 



(il) 


..in"^-" (0 t)si."^^- 


{c-b). 


(l'2) 


.co.'^-''-(c-.è,cos^^C.- 


ic^b) 


et, e 


n divisant (i i) par (i^i), 




(i3) 


C-B c-b C^B 
tang = T tang = 


c~b 

c^b '^' 



On aurait évidemment les relations symétriques,, 
obtenues par permutations circulaires; et l'on obtien- 
drait sans plus de peine les autres formules qui servent 
à la résolution des triangles. Mais nous bornons là ces 
exemples, qui ont simplement pour objet de montrer 
combien la seule relation (i) conduit naturellement et 
avec facilité aux diverses conséquences que nous venons 
d'en déduire. 

Bary centre. 

92. On sait que le barycentre G d'un triangle ABC 
(Jîg- 28), c'est-à-dire le point de rencontre des trois 



médianes, est en môme temps le barjeentre de trois 
poids égaux placés aux sommets. D'après cela nous 
voyons (i9) que ce point G sera donné, quel que soit le- 
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APPLICATIONS AU 1 

point O, par la relation 

(i) OG =^(0A -1- OB + OC) ou GA -i- GB -i- GC = o. 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce 
point G coiipe chacune des médianes aux | de sa lon- 
gueur à partir du sommet correspondant. 

93. Le barycentre G' du système des poids p, q, r, 
respectivement places en A, Ë, C, serait obtenu par 
l'équi pollen ce 

(^_H^ + ,.)OG'=/iOA + <7 0B-^7-OG, 
ce qui donne aussi la formule 

/»G'A-i-5iG'B-i-/-G'C = o. 
Si nous plaçons en B, il \ienl 

(jOH-g + ,-)BG'-joBA + j-BG. 

Multipliant celte équipoUence par cjBG, puis la retran- 
chant de l'équipollcnco conjuguée, on obtient 

(^ _!- ^ + r) aire BG'C=i). aire BAC, 

et l'on aurait deux autres expressions symétriques. 

Donc les aires BG'C, CG'A, AG'B sont proportion- 
nelles aux poids^, g, r. Pour le point de rencontre des 
médianes, considéré au numéro précédent, les trois 
triangles BGG, CGA, AGB sont équivalents. 

Cercle circonscrit. 

94. Soient R (J^g- 29) le centre du cercle circonscrit 
au triang;le ABC, et r le rayon de ce cercle. Appelons }., 
]A, V les inclinaisons respectives des rayons RA, RB, RG. 
Nous aurons 

RA = /•£>, RB ï= rtV; RC = I-J-' 
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et 

c'est-à-dire 
donc 



à la condition toutefois que v — \j. soil. posilif. Dans le 
cas contraire, on aurait 



On a donc toujours 



1 obtiendrait de même 



et, par soustracUon, 

en vertu du n" 91, à une circonférence près. 
En résumé, nous avons les formules 

V— i<.= ?A., >,— V=2B, [>.~l = 2C, 
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APPLICATIONS AU THUNGLE. 

On peiil écrire aussi 

a-i-A = a — n = v -H -, 



pH 



D = 



= >, - 



^ C = M — A = 



ce qu'il serait bien facile de vérifier géométriquement. 

Il faut seulement remarquer que les relations entre 
les angles peuvent n'être vraies qu'à des multiples près 
de aiT, si bien qu'on n'est pas autorisé à les employer 
dans le calcul sans vérification attentive. Mais on peut, 
en toute sécurité cependant, les multiplier par des 
nombres entiers sans qu'elles cessent d'être exactes. 

L'aire du triangle RAB est i^fig- 29) 

4 2 a 

Les aires des triangles RBC, RCA, RAB sont donc 




proportionnelles à sinaA, sinaB, sinaC, et par consé- 
quent (93) le centre R n'est autre que le barj'centre des 
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poids siii3Â, sinaB, sinaC, placés en A, B, G, ce 
qu'esprimeraréquipollence 

(a) RA sinaA + RB sînîB ^- RG sin^C ^ o. 

Voici encore un mode de déLerminalion du poinl R 
qui penl avoir de l'intérêt dans ccrlaincs applications. 
On a évidemment 

GR = iGA(i -1- xi) = iCB(i + yi), 
donc 

CA(i-4-370 = CB(t^jj). 

Ecrivant l'équipollencc conjuguée et éliminant y 
entre les dens, il vient 

._ aGB.cjGB — CA.cjGB — cjCA.CB 
^'~ GA.cjGB — cjCA.GB ' 

d'où 

GA.cjGB— cjCA.CB ^s 

s représentant l'aire du triangle. 

On aurait par symétrie deux autres formules pareilles 
donnant AR et BR. 



Point de rencontre des hauteurs. 

9S. Soit H (Jlg. 3o) le point de rencontre des hau- 
teurs issues des sommets B et G- Nous avons 

HC = izXB, HB = ijGA. 
Delà 

BG= i(aAB— ^GA), 
CB __ ./ AB \ î G- 7 ^ -A^ \ 

GA ~'l,^AG "^^/ °'' 6' 'r^' V' 

Éliminant/ entre cette équipollencc et sa conjugiiée, 
on a 



y Google 



APPLICATIONS AU lElANGLE. lOI 

c'esl-à-dire 

z = " ^^ = cote, 

li est clair, par raison de symétrie, qu'on aurait 
trouvé la même valeur pour s en cherchant l'intersection 
des hauteurs issues de A et C, ce qui démontre que les 
trois hauteurs se rencontrent en un même point. 
On a de même 

X = cotA., y = cotB. 
Par conséquent 

HC.tangC = t'AB, HB.tangB= iCA, HA.taiigA= (BC; 
d'où, par addition, 
(3) HA.tangA-+-HB.tangB-(-HC.I.angG = o, 




ce qui nous montre que H est le barjcentre des poids 
tangÂ, tangB, tangC, placés en A, B, G. 

Il est facile de reconnaître que l'on a 



ay-^js + 3. 
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eL l'on en conclut 

AB.BH.HAh-BC.CH.HB + CA.AH.HG = AB.BCCA, 

relation dont tous les termes ont même direction, et qui 
subsiste par conséquent, si l'on n'y considère que les 
longueurs, en ayant égard aux signes. 

96- On peut écrire CH sons la forme suivante 

CH =— iAB.cotC = e ^ceï ^-=r- 



c'est-à-dire, en vertu des relations du n° 2A, qu'on peut 
appliquer dans toute leiir généralité, comme on le re- 
connaît sans peine, 

CH = r(EV--T^E'-i = RB-h RA, 

ce qui montre que la longueur CH est double de la 
dislance de R au côté AB. Cette équipoUcnce remar- 
quable peut se mettre sous la forme 
(4) RH = RA -1- RB -4- RG .= 3BG. 

Ainsi les trois points R, G, H sont en ligne droite, et 
G divise RH au tiers de sa longueur. 

97, Soit D {Jig- 3i) un quatrième point appartenant 
à la circonférence circonscrite ABC; d'après la relation 
(4)i on aura les points de rencontre des hauteurs des 
triangles ABC, BCD, CDA, DAB en écrivant 

RH = RA -h RB -F RC, 

RJ = RB -H RG -I- RD, 

RK = RG -1- RD + RA, 

RL =RD-HRA-t-RB, 
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RH — RI = JH = RA — RD = DA. 



KJ = AB, LK^RC, nL = CD, 



1 sorlc que la figure JK.LH esté: 



àkfigurc ABGD. 




98. On peut généraliser la notion du point de ren- 
contre des hauteurs. Menons par les trois sommets d'un 
triangle des droites formant un même angle Q avec les 
côtés opposés. Elles formeront en général un triangle 
HflHjHc. En appelant H„ {^fig- Sa) le point de ren- 
contre des droites issues de B et de C, nous aurons 

H„G = SJ^AR, H„B =jeOCA, 
Delà 

BC = ï1(5AB— jCA), 
CB __ 0/ AB \ a (,_(,_ fi _^ 

^\~^ \^ KO. y) "" b"- ^^b'' '^y' 
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et, par l' élimination de jr au moyen de l'é qui pollen ce 
conjuguée, on trouve 

__a siD(e-C)_ sin(0-C) 





y= 


sin(l)^-B) 
siiiB 




On a ainsi 










H„C = - 


sinC ^ 


■.AB, 




HftA = - 


iin(O-A) , 


'.BC, 




H^B = - 


iin(O-B) , 
sinB ^ 


t.CA 




IliC = ' 


.in(6^C)^, 


I.AB 




H^A = ' 


sinA ■' 


1.BC, 




H„B = 


sm(6H-B)^ 


B.GA. 




Dell 

H.H.= '"'''"°'. :^ '"'''^° -'i'.AB=-ato5ll.t».AB, 
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et de même 

H„H,, 



Les deux triangles HaHjHe, ABC sont donc direc- 
tement semblables. Le rapport de similitude est 2 cos 9, 
si bien que pour 6 r= 60° les triangles deviennent égaux. 
L'aire H^HiH^ est égale à 4cos2 0.aireABG. 

Soit toujours (95) H le point de rencontre des hau- 
teurs du triangle ABC. Formons l'expression HH„. Nous 
aurons 



-H.G^_[.-, 



in(i)-CjJ 






La longueur de HHa est donc celle de -^-^cosB, ou 
ir cos 9, c'est-à-dire indépendante du sommet considéré 
Ha. Il s'ensuit que II est le centre du cercle circonscrit 
à H«H4H„. 

Il est bon de remarquer, par analogie avec le calcul 
précédent, que d'une manière générale l'expression 

peut prendre la forme 



et qu'en conséquence sa grandeur sin(o 
pendante de a. 



- 6) est indé- 



y Google 



Io6 SECONDE PAUTIE. — CIIAPIIHE m. 

Circonférence des neuf points. 

99. Les quatre points A, B, C, H sont tels que la 
droite qui joint deux quelconques d'entre eux est per- 
pendiculaire à celle qui passe par les deux autres. Soit 
O ifig- 33) leur barjcentre. On aura 

OA-i-OB + OG-h OII = o, 

co qui nous donne, en vertu de l'équipoUcnce (4,)j 



Ce point O est donc le milieu de la droite HR. 

Si nous considérons les cercles circonscrits à HBC, 




IICA, IIAB, leurs centres Ro, Rj, R^, en raison de la 
symétrie parfaite entre les quatre points A, B, G, H, 
satisferont aux relations 

AO = ORû, BO = OR/,, GO = OR^. 
Les deux figures HABC, RRaEiRc sont donc égales. 
Il existe entre elles des relations remarquables de réci- 
procité. Chaque droite de l'une divise perpendiculaire- 
ment par le milieu une droite de l'autre; et chaque 
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sommet de l'une est le centre du cercle circonscrit h 
l'un des triangles que forme l'autre. 

100. Le point O que nous venons d'obtenir est digne 
d'attention. Nous avons totit d'abord 

OA -^ OB = HO — OC == Oft — OC = GR, 

c'est-à-dire, en appelant C<, le milieu du côLcÂB, 

oc. = 5!. 

Le point est donc le centre de la circonférence qui 
passe par les points Ao, B^, Go- Le ravon de celle cir- 
conférence est la moitié de celui du cercle circonscrit. 

Sur celte circonférence, le point C, directement op- 
posé à Co, sera donne par 

OG - - *^ - OC -OR _ OCj-OH 



Donc la circonférence en question coupe en leurs mi- 
lieux les droites HA, HB, HC. 

Si l'on désigne par A) , Bi , G) les pieds des bauteurs. 
il est clair que ces points sont aussi sur la circonférence, 



isque II 



s A'A)Â(|, . , . sont droits, et que Aj, A.' 



est un diamètre. 

De là cette dénomination de circonférence des neuf 
points, savoir An, B,,, Cq, A', B', C', A,, ]^^, G,. 

Cercles inscrit et exinscrits. 

■101. Soit I {Jig- 34) le centre du cercle inscrit au 
triangle ABC. Les aires AIB, BIC, CIA sont propor- 
tionnelles à c, a, 6, les hauteurs de ces triangles étant 
égales. Conséquemmcnt (93) I est le barycentre des 
poids a, h, c, ou sinA, sinB, sinG, placés en A, B, C, 
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ce qui donne 

(6) lA.sinA + IB.sinB + IG.sinC = o. 

Si maintenant, sur la circonférence circonscrite ABC, 
nous prenons les milieux Â^', B", C" des arcs BC, CA, 
AB, il est facile devoir, soit géométriquement, soit par 
le calcul, que AA", BB", CG" sont les bissectrices des 




angles A, B, C, et que ces droites sont en même temps 
perpendiculaires à B"C", C'A", A"B" respectivement. 
Ce sont donc les hauteurs du triangle A"B"C", et leur 
point de rencontre commun est I. 

Ce point jotrc donc par rapport au triangle A"B"G" 
exactement le même rôle que H par rapport à ABC, et 
par conséquent, en vertu de la relation (4), nous avons 

(7) RI = RA''h-RB"+RC". 
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On reconnaîtrait bien aisément que les centres I„, I^, 1„ 
des cercles exinscrits sont fournis par les relations 

RI„= RA^'-RB"— RC% 

RI/, = - RA"+ RR"— RC", 

Rl^ =_RA'''- RB^i-RG"; 

d'oii résulte la nouvelle équipollence 
(8) RI -i - RIa 4- RIù -I- RIc = o. 

Donc le centre du cercle circonscrit est le bary- 
centre des centres des cercles inscrit et exinscrits. 

Les quatre points I, I^, Ij, lo sont tels que la droite 
qui joint deux d'entre eux est perpendiculaire à la droite 
qui joint les deux autres, et conséquemment il y a com- 
plète analogie entre les figures InljIcIR et ABCHO. 
Par exemple {^), R est le centre de!a circonférence des 
neuf points du triangle lal&lc- 

On remarquera que les points A", B", C" sont préci- 
sément les milieux des droites 11^, 11^, 11^. 

i02. Gherclions à calculer le rayon p du cercle 
inscrit. Pour cela remarquons tout d'abord que, r étant 
le rayon du cercle circonscrit, la formule (y) peut 
s'écrire 



RI = r 



f).-=_,V(,a^.,p+,ï). 



Actuellement, soit une perpendiculaire abaissée de I , 
sur le côté BC; elle atira pour expression 



F 5 = -ipe«. 
La perpendiculaire abaissée de R sur le milieu de BG 



La droite qui joint les pieds de ces deux droites ayant 
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pour direclion a, nous avons ainsi 

m — ipt^ -^ ir cosAs'ï = a:;" 
ou 

de là, en multipliant par it"", 

Écrivant l'cquipollence conjuguée et ajoutant, il 
vient 

c'est-à-dire 

(9) ^,-,= cosA--cosB + oosC. 

D'un autre côté, la valeur de RI ci-dessus, étant mul- 
tipliée par sa conjuguée, nous donne 
RIcjRI =rH3 — acosA — acosB-2Co3G) = 7-2^1— ^j, 
ou 

(10) RIcjRl = r(/'--ap). 

Nous avons ainsi les deux propriétés suivantes : 
i" La somme des rayons p et r des cercles inscrit 
et circonscrit est égale (96) à la demi-somme des 
distances des sommets du triangle au point de ren- 
contre des hauteurs; 

2" La distance des centres de ces deux cercles est 
moyenne proportionnelle entre r et r — 2 p. 

Transversales. 

103. Soit A'B'C une transversale qui coupe en A!, 
B', C les trois côtés du triangle ABC. Soit 

BA' = aTBC, CB' = j>-GA, AC' = sAB, 
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d'où 

A'C = (i-a;)BG, B'A = (i-j)CA, C'n = (i'-^)A 
Écrivons 
Â'B'= mB'C ou A'C-f-CB'- u(B'A-+- AC). 
Cela nous donne 

(,_a.)BG+jCA=«[(i^.j-,CAH-^AB]. 
(^_:+^)CA-4-(:r-i)AB = «[([^j}CA + sAB] 

et, en égalant les coefficients, 



— a; — 7 — 3 -4- ay -1- jz + sa^ = o 

{1- x){i-y){i~ s) ^—a>yz, 



A'C.B' A.C'B __ 
ÎÏA'.Gli'.AC ~ '' 

e qui établit la propriété fondamentale des Lransver- 

Fig. 35. 




sales, indépendamment de loijte position particulière 
de la figure. 

On remarc[uera qu'en remplaganL X par i — œ, y par 



y Google 



I — j, s par I ^ s, la propriété subsiste encore, et que' 
cela répond à des points A", B", C", symétriques de A', 
B', C par rapport aux milieux des côtés respectifs. 
Donc A"B"C" est aussi une ligne droite. 

Droites menées d'un point aux sommets d'un triangle. 

104. Soit I {fig- 36) un point quelconque sur le plan 
du triangle ABC ; appelons AÏA', BIB', CIC les droites 
issues des sommets et limitées ans. côtés opposés, et 
écrivons 

CI =.3 ce, 

AC'= yAB. 



= ^AA', 


Bl ^jBB'. 


.'^aBC, 


CB'=pCA, 




Fig. ae. 




La double équipoDence AI = AB + 131 = AC + CI nous 
donne, bien aisément, 

a;(i-«)AB^^aAC 

=.(i-/)AB+j.(i-J)AC = »-,AB + (i--,)AC. 
Delà 

i,.=j-(, -?) = !-*. 
De même, 

par raison de symétrie. 
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On ^loit immédiateAneiil. que de ces relaùoQS ( 



(II) 


{,~^K,-'ii){i—l} 


(12) (T 


~^) + Ct-j)^(i-s) 


(I3) 


^-i-j-h = = .,, 


c'esl-à-dire 






BA'.GB'.AC 




A'C.B'A.G'B '■ 


tia') 


lA' IB' IC 
AA'"^BIi':^CG' ^'' 


Ci3') 


Al BI Cl 

AA- "^ BB' "^ ce ~ ^' 


On a aussi 




(i4) 


a;;'^ 


(I — a;)(i — rKi — .31 c< 



Al.BI.GI _ BG.CA.AB 
ÏÂMB'.IC ~" BA'.GB'.AC' 



Al RV Bi^ cb; ci AC ^ 

*■ ' BC AA' "^ CA BB' "^ A6 CC ~ '" 

Si An, Bo, C„ sonL les milieux des eûtes des iriangles, 
et qii'on pose 

AoA'=a'BC, BoB'= ^'CA, 0,0'= fAB, 
il est facile de voir que la condition (i i) devient 

-p' + f . 



(,6) 


.r-,' —'■• 


d'où 




(iC) 


AB BC BC CA CA AB 

c^ë vÂ^ "^ À„A' B-B' '^ b;w c7c' - 



10b. D'après les équations qui lient a;, y, s, a, |3, y, 
m voit que nous pouvons écrire les valeurs de AI, BI, 
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CI.O, 


SECOSDK 

1. lii forme 


PÀBTIE. — CIHPITHK il!. 




AI.. (1 


,.-7)ABj-(.-j)AC, 




BI-^( 


i-£)BC-i-((-^)BA, 




ci = (. 


[ — fl:)GA^(T— _)')CB; 


d'où 






(■7) 


Cl-3!)il- 


^(i-7)BI^(i-j)CI. 



Le point I est donc le barycentre des points A, B, C, 
affectés des poids i — x, i — /, i — s. 

Comme 

AI = a:kM et IM =-■ (i — x) \M, 
celte éqiiipollence peut encore s'écrire 
(,8) ^IA'-jIB'-aIC' = o. 

Le point 1 est donc le barycentre des points A', B', C, 
affectés des poids 3:,j, z. 

106- Si l'on remplace les points A', B', G', respecti- 
vement, par leurs symétriques A',, B,, C',, par rapport 
aux milieux Aq, B,,, Go des côtés, cela revient évidem- 
ment à remplacer a, p, y par i — a,, i — p,, i — yi, ou 
a', P', y' par ^ a',, — p', , — y'i ■ La condition (ii) ou 
(i6) est donc satisfaite, c'est-à-dire que les trois droites 
AA'i, BB'|,CG'| se coupent encore en un même point I,. 

On a alors 

l-Zy \ — a \ ■ y' 

c'est-à-dire que les trois quantités i — .ti, i^ — j'i, 
I — 3| sont inversement proportionnelles ài^ — x, i — y^ 
I — z. Par conséquent, les poids à placer en A, B, 0, 
pour que leur barycentre soit II, sont ——; — — i __ ■ 

Les points I et I, sont ainsi associés l'un de l'autre, 
par une loi de réciprocité. 

Le barycentre du triangle se coiTcspond à lui-même-. 
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107. SI l'on remplace les droites AA', BH', GC, res- 
pectivement, par leurs symétriques AA'^, BB!,, GC'^ par 
rapport aux bissectrices des angles intérieurs A, B, C, 
il est facile de voir que l'on aura 



et deux autres relations symétriques, si bien que la con- 
dition (ti) est encore satisfaite, c'est-à-dire que les 
droites AA',, BB'.,, CG!, se coupeoten un mâme point L. 
Ona ' 



,, , «2 6! 

sont respectivement proportionnelles a _ ^ i ■ ■ _ ■ > 

7 si bien que ces dernières valeurs sont celles des 

poids à placer en A, B, G pour que leur barycenlre 
soit la. 

Les points I et I^ sont donc associés l'un de l'autre 
par une loi de réciprocité, différente de celle du numéro 
précédent. 

Le centre du cercle inscrit se correspond à lui-même. 
On peut désigner sous le nom d'associés de première 
espèce les points I et 1, , et d'associés de seconde espèce 
les points I et I^. 

108. Pour généraliser Sa question étudiée dans les 
numéros qui précèdent, nous considérerons maintenant 
trois droites quelconques AA', BB', OC menées parles 
sommets du triangle jusqu'aux côtés opposés. Soient L 
{Jig- 3^) le point de rencontre de BB' et de GG', M celui 
de CG' et de AA', et N celui de AA' et de BB'. 
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SECONire PARTIE. 


— CUiPITRI! (II. 


Poson 


s comme ci-dessus 






BA' = 


ceBG, 




GB'^ 


PCA, 




ÂC' = 


ïAB; 


>icnt, e 


n outre, 






AM = aiAA', 


AN = akiV, 




BJV = ^BB', 


BL =^ .'BB', 




CL = ^CC, 


CM = wCC. 




L'cquipollence ÂB + BN = AN nous donne 
AB ^7(BC + pCA) = ii(AB -^ aBC) 
(i-7)AB + (i-P)jàC = (i-!-)«AB + .i(4C, 
De là, en y joignant les relations symétriques, 

Ces formules donnent très aisément 

a+ , + «. _ 3 - C"»+ Pr + T). 

i + y+^=.(i.+«) + Ki'H-7) + -((»■ -H»). 
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On Yoll que cette dennère relation, pour u=^ 
V ^y, w ^z se réduit à 



comme nous l'avons constaté plus haut. 

Les valeurs de X,y, z, u, c, W, en fonctioi 
Y, sont 



Les deux relations suivantes méritent aussi d'être 
remarquées : 

„?,, ''^-""'-;''"-"-' , 

Si l'on cherche, au moyen des valeurs, écrites plus 
haut, de AA.', AM, AN, ... à évaluer les aires des 
triangles A'B'C ctLMN, on obtient 
aireVB'G'=f(i -«)(!- PHi-ï) + «?7] aire ABC, 
r(i-a)(i-^)(i-T)-a3YP 



- (I - a -H «y )(l- p -t- pa)(i - f + yP) 



•eABC, 



S.^ '-'-""-^'"-^> ^-i,oaaaireAB-C-=o; 
c'est le cas des transversales (103). 

Si (£ -'')('-p)('-T) 3= , on a aire LMN =. o ; c'est 

le cas d'un point de rencontre unique des droites AA', 
BB', ce {iU). 

On remarquera que les rapports , -^^ , — -J 

changent simplement de signes, lorsqu'on passe des 
points A', B', G' à leurs conjugués harmoniques par 
rapport aux segments BC, CA, AB. 
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Perpendiculaires abaissées d'un point s 
d'un triangle. 



109. Soit I {Jig. 38) 



ïint dans le plan d'un 
triangleABC; appelons lA', IB',ïC'les pcrpendicuUlros 
abaissées sur les trois côtés. Posons 

AC'=-fAB, BA'=aBG, CB'=1ÎGA. 
La projeclion kCJ de AI sur AB est (32) 

.^, i ABcjAI-^AlciAB 
^*^ = 2 r,jAB 

Nous avons en outre (54), 

,^, I ABdAI - ATcjAIÎ 




In a iinmédiatemcnt, d'après cela, 

ABcjAl-H AUjAB ='i.-{c'^, 
BCcjBI + BIcjBC^aa.tï, 
CAcjGI-+-CIcjCA = 3^61. 

en remplaçant BI par AI — AD et C( par Al — A 

ABciAl+ AIcjAB =î-fe=, 

BC cj AI -^ AI cj BG = 2H«3 -V- BG cj AB h- AE cj BC, 

CA ciAI + AIciCA = 2p6î^-CAcjAGH-ACciGA. 
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Or 

lîC cj AB -I- AB oj BG 
= BC(cj AC ^ cjCB) -h- AB(cj BA -!- cj AC ) 
-^ — ([■i — c^-i-b^, 

CAcjAC-i-ACcjCA ^- 26=. 

Donc, en ajoutant les trois relations, 

o-(aa-i)«^ + (a?-i)6^-^(2Y-i)cS 

relation remarqnaLle entre les trois coefficients a, P, y, 
et qu'on aurait pu facilement obtenir par les procédas 
ordinaires. 

Si An, Bfl, Co sont les milieux des côtés, nous avons 

BAo = |BC, BA'^kBC, AoA'= i;a-i)BC. 

La condition peut donc s'écrire comme égalité ordinaire 

aAoA'-i-ZiB(,B'4-cC(iC' = o, 

c'est-à-dire, en ne considérant que les grandeurs et les 
signes, que la somme des trois produits de segments 
AoA'.BC, BgB'.CA-, CoC'.AB est toujours nulle. 

Si nous appelons u, v, w les grandeurs des trois per- 
pendiculaires lA', IB', IC, le point I sera (93) le bary- 
cenlre des poids au, bv, ciP, placés en A, B, C. On a, 
ea outre, 

A'l = (-BG, iVoiy - A'I = (BC, 
et de même 

-*B'I =: (CA, - C! = (\B, 
Donc 

-A'I -i- ''B'i+ -CI = 0, 

c'est-à-dire que I est le Larvcenlrc des poids -1 -, — 
placés en A', B', G'. 
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Sur quelques points remarquahlos. 

ilO. Pour ne pas donner à ce Chapitre un dévelop- 
pement excessif, nous nous contenterons d'atLÎrer l'at- 
tention sur le grand intérêt que présente la détermina- 
tion d'un point du plan, considéré comme Larycenlre 
de trois poids placés aux sommets d'un triangle. Cette 
considération se prête d'une façon fort simple aux 
points associés, soit de première, soit de seconde espèce, 
dont il a été question au n" 107, et nous l'avons invo- 
quée plus haut bien souvent. 

m. Si on l'applique, par exemple, à l'associé de 
seconde espèce dn barycentre G, on voit immédiate- 
ment que ce point L sera le barycentre des poids a^, 
b-, c^, placés en A, B, C- C'est le centre des médianes 
antiparallèles, étudié surtout par M. E. Lemoine ('), 
et qui a donné matière, dans ces dernières années, à 
des recherches fort intéressantes, notamment à celles de 
M. Neuberg, publiées en 1881 dans le Recueil JÎi«f/iesis. 

Nous ne saurions reprendre ici les nombreuses et 
intéressantes propriétés de ce point RI, dont les dis- 
tances aux. côtés sont évidemment proportionnelles à 
ces côtés eux-mêmes; mais il était utile, à notre avis, 
d'en signaler l'existence. 

112. M. Brocard, plus récemment, a étudié deux 
points remarquables du triangle, auxquels on attache 
généralement aujourd'hui le nom de ce géomètre (-). 



(') Association française pow l'avancement des Sciences; Con- 
grès de Lyon (1S73), de Lille (1874), et Congrès ulténeiu-s. 

(') Voir notamment Association, française pour l'avancement 
des Sciences; Conerfis d'Alger (i88r); Étude d'un nouveau cercle 
du plan du triangle. 
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Ces points, C[ui ont conduit M. Brocard à la considéra- 
tion d'un cercle des sept points, dont nous ne parlerons 
pas ici, sont définis par la propriété suivante : Si ^ est l'un 
des deux points de Brocard, les trois angles pÂB, pBC, 
pCÂsont égaux ; pour l'autre point ^', ce senties angles 
^'AC, ^'CB, p'BA qui doivent être égaux. 

Il est assez facile, d'après cela, de reconnaître que le 
point p est le barycentre des poids -r^, -^i — placés res- 
peclivement en A, B, C, et que P' est le Larycentre des 
poids -; ' — ; î i;; placés aux mêmes poin Is . 

Si l'on prend l'associé de première espèce L, du 
centre des médianes antiparallèles, les poids à placer en 
A, B, C, pour l'obtenir, sont — , -,-:■, -•■ Partant de là, 
si G est le barjcentre du triangle (point de rencontre 
des médianes) et K le milieu de la droite p^' qui joint 
les deux points de Brocard, on trouve 

en d'autres termes, les triangles ABC et L, [î|3' ont 
même barjcentre. 

il3. Le nombre des points remarqiiables du triangle 
et des propriétés plus ou moins particulières qu'on en 
peut déduû-e est en quelque sorte illimité. Mais il nous 
semble que les indications qui piecèdent suffisent lar- 
gement à montrer comment la meiKode des équipol- 
lences peut utilement s'appliquei a ce a;enre de ques- 
tions. Pour terminer, nous ré'vumerons, dans un Tableau 
sommaire, les poids qui caiactérisent les principaux 
points remarquables que nous avons considérés dans ce 
Chapitre : 
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Les points R et H, G et L sont associés de seconde 
espèce, comme nous l'avons déjà remarqué. 

Les coordonnées bar jcen triques du centre de la cir- 
conférence des neuf points peuvent encore s'écrire 

acos(B — C), &cos(G — A), ccosIA — B). 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE III. 

1. Déterminer le barjccntre du périmètre d'un triangle. 
En appliquant les poids a, b, c aux milieux des côtés BC, CA, AB, 
OD trouve immédiate ment, pour le barjeentre F cherclié, 



Delà FI^SFG, et (OG) 2RF = II-I, formules qui donnent niitant 
d; propositions géométriques intiêressaotes. 

2. Soient a, b, c les trois côtés, A, B, C les trois angles d'un 
triangle. Sur une droite OX, on porte les longueurs OA', OB', 
OG' proportioanelles à a^, &*, c^ et l'on forme les angles XA'M, 
XB'N, XCP égaux à A, B, C respectivement. 

Démontrer ; 

i- Que les trois droites A'M, B'N, C'P se rencontrent en un 
même point T; 

2° Que les longueurs TA', TB', TC sont proportionnelles à 

3° Que la perpendiculaire TQ abaissée sur OX est propor- 
tionnelle au double de l'aire du triangle; 

4" Que l'angle TOX ^ 6 (angle de Brocard) satisfait à \.\ 
relation 

cotO = cotA-hcotB-HcotC; 

5" Que Oï^ est proportionnel à 



y Google 



1134 SECOXDii PARl'Il!. — CKAI'ITltl! III. 

6" Que OQ est proportionnel à 



Toutes CCS ppopositioDB sont des conséquences de ridenlitc double 

fiicile à établir en décomposant en parties réelles et îHiaginaires. 

3. On donne un triangle ABC et quatre points T, Ij, ïj, P, 
barycentres des poids a, p, y, ^i, f!i, Yi> "s' Pai ï^' ^' "*' "■■• ^^^~ 
pecti^ement appliqués aux sommets des triangles. 

On demande quels poids œ, ccj, icj il faut appliquer en I, Ii, 
Ij pour que leur barycentre soit P. 



n tire un système de trois équations qui donne les valeurs 



4. En joignant les trois sommets d'un, triangle à un point M, 
jusqu'à la rencontre des eûtes opposiSs, on a les droites AAi, 
BB„ CG|. Par les trois points A,, Bj, Ci, on fait passer une 
circonférence qui coupe les eûtes en A'i, B,, G'j respective- 

Démontrer que les droites AA'j, BB'j, CC, se coupent en un 
même point M'. 

La démonstration est des plus simples, en exprimant que 
er(AC,.A.C',) = gr(ABi.Alï'i), 
En appelant a, p, f et a', ^', y' les poids qni, placés en A, B, C ont 
pour barycentres M et M' (ou dit alors que ces valeurs a, ^, y,... 
sont les coordoiimes baryeentriques de ces points), on a 
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b. La droite de Brocard est parallèle à la médiane partant 
de G, quand on a 

(E. Lebioime.) 

6. La droite de Brocard est perpendiculaire a la médiane 
partant de C, quand on a 

a6-i-c=cosC = o. 

(E. Leiiowe.) 

7. La droite de Brotard mt parallèle à la sjmcdianc partant 
de C, quand on a 

«2—62 = 3 0^ 

(E. Lehoisiï,) 

8. La droite do Brocard est perpeudicuiairi; au ccté AB, 

«^ -h 6^ = cH«^ -:-&=), 

(E. Ll!MOl?^K.) 



(i-i)-(i-i)-(i-p)=. 



9. Si l'on a 

l'angle de Brocard est le tiers de l'angle A. (E. Lemoine-) 

Dans la figure de l'exercice (2) ci-dessua, on considérera le 
triangle OA'T, et l'on exprimera que l'angle en T est le double de 
l'angle en O. 

10. Si l'on a 

l'angle de Brocard est égal à A — B. (E. Lemoine.) 

Dans la même ligure, on exprimera que les angles A' O T, B'ÏA' sont 
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11. Les puissances des sommets d'un triangle par rapport au 
cercle de Brocard sont inversement proportionnelles aux car- 
rés des côtés opposés. 

R, centre du cercle circonscrit, et L, point de Lemoine, étant les 
deux estrémités d'un diamètre du cercle de Brocard, on formera, 
par exemple, AL cj AR + AR cj AL, en se rappelant que les coordon- 
nées barycentriques de R sont acosA, ècosB, ccoaC, et que celles 
de L sont a'i 6', c'. On trouvera ainsi facilement, au numérateur, 

È'c=(6cosB ■+ ccosC} + ô'o'iï cosA 



12. ABC étant un triangle quelconque, soient G son bary- 
centre, R le centre du cercle circonscrit, M un point quel- 
conque du plan, a, b, c les longueurs MA, MB, MG, et (S) le 
cercle de diamètre GR. 

Démontrer que la puissance de M par rapport au cercle cir- 
conscrit est égale à deux fois sa puissance par rapport au 
cercle (S), moins i(aS-^ b^-F c^). 

Cette puissance peut en effet s'écrire, en prenant Ai pour origine, 
K cj R — RA cj RA ou A cj B H- B cj s — a'. 
Ajoutant les trois expressions de cette forme, on a 

ce qui, en divisant par 3, donne le résultat indiqué. 

On en déduira des conséqueuces particulières intéressantes en fai- 
sant coïncider le point M avec divers points remarquables et avec 



13. M étant le barycentre des poids a, p, f appliqués res- 
pectivement aux sommets A, B, G d'un triangle, soient Mi et 
Ms les barycentres des mêmes poids appliqués respectivement 
en B, G, A, puis en C, A, B. Supposons qu'on ait 

Démontrer : 

1" Que les deu>. li-iangks ABC, MMiM^ oiu même bary- 
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EXERCICES. 

rapport des aires de ces deus triangles est 
s aires des triangles AMMj, AM|Mî satisfont 



AMM, = BM,M2= CMsM =(?s~-fa)AEC, 
AM,Ms= BMjM = CMM, =(s[4— pf^ABC, 
AMaM^ BMM, =CM,Mî=(fa— ap)ABG; 

4° Que le rapport de la somme des carrés des côtés du 
triangle MMiM, à la somme des carrés des côtés de ABC est 
égal au rapport des aires de ces deux triangles. 

Tous ces résultats s'obtiennent assez aiscnicnt en partant des 



li. Le point de Lemûine est à l'intersection des droites qui joi- 
gnent les milieus des côtés d'un triangle aux. milieux, des hau- 
teurs correspondantes. 

Si A, est le milieu de BC, M le milieu de la hauteur issue de A, 
Lie point de Lemoine, on calcalera AM, AA,, AL et, par différence, 
I.M et LA.,; on trouve ainsi 

LM _ 6m- C— a' __ tan a a 



LA, 6'-i-c'+B" tangA 
B étant l'angle de Brocard. 

15. Si par un point quelconque M, barycentre des poids m, 
P, f placés en A, B, G, on mène des antiparallèles aux trois 
eûtes du triangle, les six segments ainsi obtenus, égaux deux 
à deux, auront pour expressions 

abc a abc p abc 7 



On remarque que l'antiparallÈle - AB — tAG = I) a pour gran- 
deur a, et l'on écrit AM + «o = vAB, ce qui permet de détermi- 
ner u. De même pour les autres cfltés. 

On conclut de là que, pour le point de Lsmoine, les six segments 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATIOffS AUX POLYGONES, 



Propriétés du quadrilatère. 

iU. Soit ABCD (fig. 39) an quadrilatère quel- 
conque; appelons A', B', C, D' des points qui divisent 




proportionnellement les quatre côtes, si bien qu'on 

AA'_BB'_CC'_DD' _ 
AB "~BC ~CD ^ DA ~^' 

et proposons-nous d'évaluer l'aire du quadrilatère 
A'B'C'D'. 

Nous avons, quel que soit le point O, 

OA' = (i — ic)OA + a?OB, 
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De là, on dédoit immédiaLement, en écrivant 
OA'cjOB'— OB'cjOA', 
aire OÂ'B'= {i — cey aireOAB 

-4- a; (i — a;) aire AC -^ a;' aire OBC. 

Formant les trois autres expressions symétriques et 
ajoutant, on s'aperçoit que le deuxième terme du se- 
cond membre eontiendra, comme facteur de x{i — x), 
l'expression OÂC + ÔBD + OCÂ + ODB, qui est 
nulle. En appelant S et S' les aires des deux quadrila- 
tères, il viendra, en résume, 







S'=- 


(2a,'-i» + 0S. 


Le m 


imimii 


m de S' 


s'obLient pour 


S' = 


4 S. 







Ho. Sur les côtés AB, BC, CD, DA {Jig. 4o) d'un 
quadrilatère, pris comme diagonales, construisons les 




M ---'II 



carrés ALBU, BMCM', CNDN', DPAP', L, M, N et P 
étant, par exemple, les sommets extérieurs au quadri- 
latère, et L', M', N', P' les sommets du côté inté- 
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On aura 








Ai 


.=,!(,-.■)«!, 


AL'.= i(i^ 


OAB, 


m, en rapportant les divi 


ers points à m 


,e origine arbi 


L=l(l + 


>')»+-;(—•")" 


, ,.■-.!(,-; 


),\-l-i-(H-i)l'. 


Posons 




alors ^(i — (') 


— — ;a(, et 




L = f(l-iB), 


L'=;^(B- 


ïA.), 




»=H1(»->C), 


N'=H(D — 


ic), 




p,= |.(n-.-»). 


p-=..(.- 


in). 


Delà 


LN =^ [j 


L(AC- nîD), 

.(]ÎD- -('GA) 





el, par conscqucnL, 



Ainsi ies droires MP, LN sont égales et rectangulaires, 
et il en est de même pour M' P' et L'N'. 

116. Cherchons le barvcenlre G de l'aire du quadri- 
latère ABCD {fig. 4i)- Pour cela, O étant un point 
quelconque, il suffit de prendre les barycenlres des 
triangles OAB, OBC, OGD, ODÂ el d'y appliquer des 
poids proportionnels aux aires de ces triangles. Cela 
donne immédiatement 



OG.ABCD 



OA+OI)^,„ , OI) + OG, 
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Prenons le point O précisément à l'intersecùon des 
deux diagonales AC, BD. Nous aurons {fig. 4 i) 



DAlî ^_ ARC .^., lîCD 
' ÂÏJCD "^ °^ ÂÏÏCD + '^^ ÂBCD ^ 



300 = 
comme on le voit immédiatement sur la figure. 




Celle valeur peut s'écrire 
30G - °S-- «A! ^ gijziiïï = OA H- OB .- OC + OD. 



Ceci démontre que le barycenlre du quadrilatère n'est 
autre que celui des cinq poids i, i, y, i, — i, placés 
respectivement en A, B, C, D, O. 

Barycentre d'un polygone. 

117. En appliquant à un polygone quelconque 
ABC, . . JK. la métliode que nous venons de suivre pour 
obtenir le barycentre du quadrilatère, mais en prenant 
pour origine un point intérieur O arbitraire, on a 

^-^ O.AÎi +...-1-!^^ OKA = G.AnC...K 
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G.ABC...K = | OKABH'-" OABG-+ --.-H^ OAKA. 

Si nous appelons H le barjcentre qu'on obtient en 
plaçant aux divers sommets du poljgone des poids pro- 
portionnels ans quadrilatères OKAB, OABC, . . . for- 
més par les deux côtés adjacents el le point O comme 
sommet opposé, on aura 

■iH.ABC. . . K = A. OKAB + b.OABCh-. . ,-i- k.OIKA, 

car la somme des aires des quadrilatères OKAB... est 
évidemment égale au double de l'aire totale du poly- 



3g = ^ii ou 0G = |0H. 

Si l'on fait coïncider O avec G, on voit que lî coïncide 
lui-même avec G. Ainsi le baryccntre des poids égaux 
à GKAB, GABC, . . . , placés en A, B, ... , n'est autre 
que le barycentre G lui-même. 

Figures semblables construites sur les côtés d'un polygone. 

118. Considérons {Jig- 4^) un polygone quelconque 
de n côtés A) Aj . . . A„, et supposons que, sur cbacun 
des côtés, nous construisions un triangle directement 
semblable à un triangle donné PQR. 

Boit pi le rapport -p^; nous aurons qïï ^^^ — ^^ 
et, par suite, \j. = y- 

Admettons, pour fixer les idées, qu'en suivant le 
contour dans le sens Ai A^ A3 . . . on ail toujours l'in- 
térieur du polygone à sa gauche. Alors les triangles 
semblables A, A', A3, A^ A'^ A3,. . , seront extérieurs ou 
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intiïriciirs, suivant que l'angle du rapport ")■. sera infé- 
rieiir ou supérieur à t:. 

Nous nous proposons, comme problème général, la 




reclierclie du polygone primilif A, A^ . . . Â,j, connal 
sant A', Aj . . . A'„ et le triangle PQR. 
Nous avons 

^ ' A2A1 Rf ' ■ 

Delà 

(-^) a',= 11,V, -+-■([- |i)A2= !^(Al -)-As)- 

On a pareillement 



(a) 



= tl(A2— >.A3), 



\ a„=|).(a„-Xa,-)- 
L'addition de ces n équipollences (a) donne 
(3) SA' = ix([-X)SA = SA, 

et nous donne par conséquent tout d'abord celte pro- 



y Google 



i34 

priéLé que le harycentre des sommets est le même poul- 
ies deux polygones. 

La souslraciion de deux quelconques de ces relations 
nous donne, en outre, 

a } A^ A'^ ^ il (A,, A, " >, Aj,+i A,^+, ) ; 

d'où celte propriété : 

SI, par un point quelconque U, nous menons US, 
UT équipollentes aux diagonales ApAg, A^_^,Aj_^,, 
puis si nous formons le triangle SXT, directement 
semblable à PQR, la droite UX sera équîpolienle à la 
diagonale A'^A'^ du second polygone. 

l'19. Maintenant, multiplions les n équipolleuces (a) 
écrites ci-dessus par i , X, X-', . , , , '/.""', et ajontons-les. 
Nons troiiverons sans peine 



relation que nous pouvons écrire aussi 

(lî) A,A',4-XA,A';-i-...-hX"-iA,A;,=: 0, 

et qui résout d'une manière générale le problème pro- 
posé, par de simples constructions de triangles sem- 
blables. 

Il importe loulefois de noter une exception. Si 
V' = i, la valeur de a, ne peut plus se construire; 
mais alors il- faut qu'on ait toujours, quelle que soit 
l'origine, 

(7) A', + ).a;+ x=4 + . . ,+ >,«- 1 a; ^ o, 

ce qui donne une propriété de la figure. 

Le cas de a" = i, donne î^ = s " , c'est-à-dire que 
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le trian^'lc PQR. est isoscclc et que l'angle en Q, ré- 
pété n fois, donne un nombre entier de circonférences. 
C'est ce qui a Heu, par exemple, pour les polygones 
réguliers de n côtés, si l'on considère le triangle formé 
par le centre et un côté quelconque. 

Ainsi l'on ne peut pas se donner arbitrairement les 
centres des triangles équilatéraux construits sur les 
côtés d'un triangle ; des carrés construits sur les côtés 
d'un quadrilatère, etc. Dans tous ces cas, il existe une 
propriété correspondante de la figure. Nous en avons 
vu un exemple au n" \\S. 

120. En répétant sur le polygone A', A'^ . . . la même 
construction que nous venons de faire sur le polygone 
AiAa..., nous obtiendrons un nouveau polygone 
A", A'^ . . . , et le point A", sera obtenu par l'équipoUence 

Répétant encore la même construction sur le poly- 
gone A", A", . , . , on trouverait 

A';'= \I?{^, — S\\^ -T-i'i^^ \i — y^^H)- 

et il est aisé de voir que, d'une manière générale, on 
agirait la formule symbolique 

en convenant de traiter comme des exposants les in- 
dices de A et de transformer les exposants en indices. 

121. Au moyen des formules qui précèûent, on peut 
évaluer l'aire du triangle OA', A'^ et des triangles ana- 
logues, et ensuite, par addition, l'aire S' du polygone 
A, A'., . . . tout entier. Si l'on fait le calcul, et pour ce 
polygone résultant de constructions extérieures, et pour 
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ceiiiî qui résulte de constructions inLérieures, et donl 
nous désignons l'aire par s', on obtient 

/ S'+î'= ^cJii[a([-^).eiX)S— (X+ciX)SOAj,A;,+jl 

'■"'i ^.p-[(^+;;)s-co.Q..OA,A„], 

Dans ces résultats, S représente l'aire du polygone 
primitif, p, q, i- sont les trois côtés du triangle POR 
et /( est la îjautcur du même triangle issu du som- 
met Q. 

122, La plupart des considérations qui précèdent 
sont extraites d'un Mémoire publié dans les Comptes 
rendus de l'Association française pour l'avancement 
des Sciences (') il y a quelques années. On pourrait 
en faire application au triangle, au quadrilatère et à de 
nombreux cas particuliers. Il nous suffit ici d'en avoir 
indiqué la substance, et nous laissons au lecteur le soin 
de traiter les exercices se rapportant à cette matière. 

Pour terminer ce paragraphe, en généralisant le pro- 
blème, supposons que sur les côtés successifs d'un po- 
lygone A, A^, . . on construise des triangles semblables 
à des triangles donnés, différents les uns des autres. 
Cette, construction fournira un nouveau polygone 
A', A'j . . . comme ci-dessus. 

Si nous désignons par P,Q|R,, P^Q^Rs, --■ les 
divers triangles donnés, et par jj,,, [j-j,..,, },,,À^,... 



{') Sur quelques propriétés des polygones; Congrès du Havre 
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les rapports analogues à ceux désignés par y. et ), aux 
numéros précédents, on trouvera, par un calcul pareil, 



(lî) 



Ai(.->.i)>2...X,>) = -A', + --!-A', 

).a,...x„- 



équipoUence qui résout la question. 
Les cas d'impossibilité sont donnés par 



Lorsque ce cas se présente, pour un triangle, cola con- 
duit à la condition 

(.3) (i_),,)a'--.X,(,-XOb'-(J.i).,-i)c'=-o, 

d'où 

Â'Ii' B'C C'j^' 

11 en résulte une propriété géométrique assez simple. 
Formons les trois triangles LOM, MON, NOL, tels que 

0M_, 2^-), ^--i 

OL ~ " OM ~ -' ON ~ ■'■ 

Alors la condition (i4) devient 

A'O' _ BX' _ CSV 

^ ' M. ~ I.M ~ MN ' 

si bien que les deux triangles A'B'C, NLM doivent 
être semblables. 

Il est facile de trouver des résultats analogues pour 
le cas d'un polygone quelconque et de préciser un 
mode de construction géométrique de la solution. 

Prenons le cas particulier oii les divers triangles 
construits sont semblables à BiKBa, B^KBs,..., 
B,iKB„+(, les points B,, B^, B3, . . ., B„^, étant tous 
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également espacés en ligne droile. Aloi's 



Les éqnipoUcnoes qui donnent A',, A'.,, . , 
nent alors 



et l'on en dédnilj par addition, 

ce qui donae le théorème suivant : 

Soient B,, B^, B3, ..., B,j_|.i des points en ligne 
droite, également espacés les uns des autres. Sur les 
n côtés d'un polygone fermé on construit des triangles 
A)Â'| Ao, Aa A'^As, ..., ÂnA'„A| respectivement sem- 
blables à 'Q^Yi.^^,. ..^ B„RB„+|. Le barycentre des 
points A\ A.'., ... A\^ sera l'un des sommets du poly- 
gone A, An. . .A,,. 

Polygones inscrits ou circonscrits à une c irco nier eue e. 

123. Proposons-nous d'inscrire dans un cercle un 
polygone dont les côtés passent par des points donnés 
ou soient de longueurs données. 

Prenons pour exemple un quadrilatère XYZW 
{fig. 43) dont les trois côtés passent respectivement 
par trois points donnés A, B, C, et dont le quatrième 
côté WX ait ime longueur donnée. Soit OH le rajon 
choisi pour origine des inclinaisons. Alors 

OX = OHï^, OY = OHe-i, 
OZ = OHeï;, 0W= OlIï'J, 
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La condition que les points X, A, Y sont en ligne 
droite s'exprime par l'écjuipoUence 

OHeï — OA=:=</(OH£l — OA), 




retalion cL sa conjuguée, il 



Éliminant q enti 

( OH s^ — OA ) (OH E-n — cj OA) 
= (OHE-?-cjOA)(OHï-n — OA). 

Cette dernière équlpollence se vérifie pour 'i^^-r[, ce 
qu'il était facile de voir apriori. Elle est donc di\'isible 
par E^ — £i, ce qui conduit à 



(jii) 



OA — Olls-i 
" Ôlï— "cJÔAVV 



De même, les conditions pour que les côtés YZ, ZW 
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passent pai 


f les points B et C s'expriment ainï 




OB-OHeî 




OH — cjOBîC 


(i8) 


^ OC — OHe'-J 



Enfin la longueur du côté WX entraîne la détermi- 
nation de l'arc correspondant, que nous supposerons 
égal à è. Nous avons donc 
{19) 6" = EÏ-8. 

Par des substitutions successivement effectuées dans 
les relations qui précèdent, nous obtiendrons une équi- 
pollence trinôme qui nous permettra de déterminer 
l'inclinaison cherchée ^, c'est-à-dire la position du 
point X. 

Pour montrer comment il y aurait lieu d'opérer, quel 
que fût le nombre des côtés du polygone, nous forme- 
rons successivement les coefficients des équipollences 
résultant des substitutions indiquées. Nous aurons 

, _ OA.OH — OAciOC^^ — PB. OH + OH.OlIi i: 
^ ~ OH.OH — OHcjOBeî^—cjOA.OÊ + cjOA.OIIeï 
_ OA, + OH|si: 
"cjOH,-i-ciOAiS<' 

en posant 

OA, = OA-OB, 







Ull 




OA, 


;-^0H2S'J 






;— cjOAjî'-'' 


0A2 


■-=OAi 


OIIi.OC 
+ OH ' 


OH, 


==on, 


OA, cjOC 
H .■;,-:- ■ 



y Google 



ArPLIOAIIONS AUX POLYGONES. l4l 

On continueraÏL ainsi de la même manière. 
Dans le cas que nous considérons, l'équipollence 
e'-J =EÎ~*, écrite ci-dessus, nous donnera 

cjOAssîM — cjOH2E5-i-OHîeï-5-L-OA, = o 

.... OH R - 

ou, en muHiplianl par ■ .- . e" ', 

oH.t+ 5s^ ,.-(= OH esi_- «ioas = ou, 

C] OAa cj OAï ' 

équîpollence qui, comparée avec l'identité 
OX-hXU = OU, 

nous montre que le point X s'obtiendra en coupant la 
circonférence donnée par une autre circonférence égale 
de centre U. 

Les équipoUences qui précèdent montrent clairement 

comment on trouve les points A), Hi, On mène AA| 

équipoUenle à BO ; on construit le triangle OAK. symé- 
triquement semblable à OHB, et l'on mène HH) =^ KO ; 
on forme OH,L| directement semblable à OHG et 
OA|R) symétriquement semblable à ce même triangle 
OHG; on trace A,Aa = OL, et H.Hs^OK,. La 
corde HI étant égale au côté WX dn quadrilatère 
cherché, on mène OT perpendiculaire à celte corde HI 
et ayant par suite pour inclinaison -, et l'on coupe 

cette droite de manière que H^T soit égal à OH^. On 
a OT = OH3 + cj OHî £S. Enfin, construisant OTU 
symétriquement semblable à O A^H, la droite qui divi- 
sera perpendiculairement OU en deux parties égales 
coupera la circonférence donnée au sommet X du qua- 
drilatère demandé XAYRZCW. 

Dans la figure, la direction arbitraire OH a été prise 
suivant OC, de telle sorte que les triangles OHG, 
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OH)L|, OA|K) se trouvent réduits à trois droites 
divisées proportionnellement. 

La solution qui précède et qui est textuellement, 
sauf les notations, celle de Eellavitis donnée dans l'Bœ- 
position de la méthode des équipa llences, présente 
l'avantage d'indiquer les calculs aa moyen desquels on 
peut déterminer numériquement le sommet X. 

124. Cherchons maintenant à circonscrire à un cercle 
un polygone dont les angles aient leurs sommets situés 
sur des droites données ou soient de grandeurs don- 
nées. Nous reproduirons ici encore la solution par la- 
quelle BeUavitis ramène le problème à celui du numéro 
précédent, mais nons laisserons au lecteur le soin de 
construire la figure. 

Les droites données seront définies par les perpendi- 
culaires OÂ', OB', . . ■ abaissées du centre. Les points 
de contact, en prenant le rayon OH pour origine des 
inclinaisons, seront déterminées par les équipoJlences 
0X=0He5, OY^OHso, 

Pour exprimer que le sommet correspondant aux 
tangentes en X et Y se trouve sur la droite déterminée 
par OA', U suffit donc d'écrire la condition (88) pour 
que les perpendiculaires à OA', OX, OY en A', X, Y 
se rencontrent en un même point. On a ainsi 

OA'cjOA'(sM^s'i-?) 

-+- OH ( cj OA'si — OA'e-1 + OA' e-5 — cj OA'eÎ ) = o. 

Cette équipollence, comme il était facile de le prévoir, 
se vérifie pour ?= vi. Divisée par e^ — el, puis résolue 
par rapport à e^, elle donne 

, ._ OH.OA'-OA'cjOA'£-o 

^^'^' " ~ OA'cjOA'-OIIcjOA'E-^' 
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et cette dernière équipoUence devient identique à la 
relation (i6) du numéro précédent, si l'on pose 



La condition imposée aux tangentes en X, Y de se 
rencontrer en un point d'une droite déterminée A'M 
est donc identique avec celle qui obligerait la corde XY 
à passer par le point A, situé sur OA', et de telle sorte 
que le produit des grandeurs de OA, OA' soit égal au 
carré du rayon. 

On déterminerait de la même manière les points B, 
C, . • - correspondant à B', C, . . . , et le problème se 
trouverait résolu par les formules du numéro piccé- 



EXERCICES SUH LE CHAPITRE IV. 



i. Dans va quadrilatère, le point d'intersection M des diago- 
nales, le point d'intersection N des droites qui joignent les mi- 
lieux des côtés opposés et le barycentre G du quadrilatère sont 
en ligne droite, et l'on a MN = 3NG. 

Conséquence immédiate de la propriété établie ti la fin du n° 116, 
car on a 4MN = MA -i-MB + MC + MD. 

2. On divise un quadrilatère en deux par Une sécante. Les 
points de rencontre des diagonales des trois quadiilatères ainsi 
formés sont «n ligne droite. 

ABA'B'étant le quadrilatère donné et A" B" la sécante, on prendra 
pour origine le point de rencontre de AA' et BB'. Posant alors 
OA = ma, OA' - m'n, 0A° = m'o, OB - pr, OB' = /?'f, Ofi'-p°f, 
on déterminera les points de rencontre X, X.', X" par le procédé de 
décomposition, et l'on trouvera la relation 

\iifp' ~ m'~J>'')^^\m''']^~ " ^r "'"V"!^ " ra'p'r 
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3. Dans un <juadrilalèi-e ABCD, soienll le point di; rencontre 
des diagonales, M le milieu delà droite joignant les milieux des 
diagonales. En joignant IM et prolongeant cette droite en MO 
d'une longueur égale à elle-même, on obtient un point qui 
jouit des propriétés remarquables suivantes : 

1° Les triangles OAB, OCD ont des aires équivalentes, et il 
en est de même de OBG, ODA ; 

a" Le barycentre du triangle OPQ, P et Q étant les milieux 
des diagonales, est le même que celui de l'aire du quadrilatère. 

En prenant O pour origine, oo détermine les quatre sommets par 
les équipollences 



d'où se déduisent les propriétés en démonstration. 

4. Soient ABCD un quadrilatère inscriptible, Srf, Sa, s/,, Sc 
les aires des triangles ABC, BGD, CDA, DAB ; O un point quel- 
conque du plan; a, b, c, d les longueurs des droites OA, OB, 
OC, OD. 

Démontrer la relation 

a^îû — b^s/i-h c^Sc — d^Sd — O- 

. BA CA „, . ,. . . 

On écrira -^ = ic t^ ; puis on éliminera a: par division au moyen 

de l'équïpollence conjuguée, et l'on rapportera tous les points àl'o- 
rigine arbitraire O. Le calcul, un peu long peut-être, n'offre aucune 
difficulté. 

Il est visible que ce théorème général donne de nombreuses pro- 
priétés particulières du quadrilatère inscriptible. 

5. SoieniAjAsAaA4Agunpentagone; AiA'i Aj, . ..,A3A'sA|, 
des triangles équilatéraux construits sur les côtés de ce penta- 
gone. Traçons A, Ai, A'jAt, et prolongeons ces lignes en AiÂ°, 
AiAj de longueurs égales à elles-mêmes. Si G est le barycentre 
du triangle AjA^A", et K celui du triangle A'^A', A'^, le 
triangle AiGK est équilatéral. 

En posant e' ~ \, d'où V~ ï.-- i, V — — i, ... on trouve i'idcn- 
tité 
OA'j + i OA'j -H (î^ - ■) OA'j - OA; - J. OA'j -(")>- i) OA, = o. 
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qui peut s'écrire 

A, a.'j + a,a;- a,a'| ^).(A,a', -t- a,a'j, — a,a'.), 

La propriété énoncée s'en déduit immédiatement. 

6. Sur les côtés AjAj, A^Aj, ..., AeAj d'un hexagone, on 
coustruit des iriangles équilaléraux ayant pour centres A,, 
A'î, . . ., Aj respectivement; D, E, F étant les milieux des dia- 
gonales A|Aj, AjA's, AjAj du nouvel hexagone A'iAjA'jA^ 
A'bA'b, le triangle DEF est équilatéral. 

En posant 

X..,, !■ = -(, + ).), 
on trouve facilement i'ideutité 

-(H-:^)0D + 7.0[': + 0F = o 
ou, en prenant D pour oi'lgine, 

■),HE + DF = 0, 
DF , _ - 
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SECONDli PAIITIE. 



CHAPITRE V. 

,IRES DES FIGURES l'I.ANES. 



Aire d'un polygoae. 

125. Nous avons déjà vu (î>5) comment on pent dé- 
terminer l'aire d'un polygone quelconque A.BCD. . .F 
en faisant la somme algébrique des aires des triangles 
OAB, OBC, . . . , O étant un point quelconque du plan. 
Nous nous proposons d'en donner ici une nouvelle es- 
pression, qui peut avoir son intérêt dans certains pro- 
blèmes. 

Soient K, L, M. . . . , Q {fig. 44) les points milieux 

\'\%. 44. 




des côtés AB, BC, CD, . . . , FA, respectivement, et O 
un point quelconque du plan, que nous prenons pour 
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,. Nous 


avons 




0K.^°*^°", 




„,__OB + OC_ 




00-.°" + °* 



Formons l'expression OKcjAB : 

OKcjAB = ;(OA-+-OB)(cjOB — cjOA) 

= i(OAcjOBM-OBcjOB— OAcjOA — OBcjOA) 
-= H OA. c,f OB — OB cj OA -t- AS — a^ ), 
en appelant rt, //. ... les grandeurs des droites OA, 
OB, . . . . 

Réunissant cette relation avec tontes celles qui s'en 
déduisent par symétrie, nous avons 

OK cj AB = \ (OA cj OB — OB cjOA -h b^—a^j, 
OLcjBG =^-;(0B cjOC — OCcjOB-Hc2 — 6^), 

OQ cj FA = i ( OF cj OA - OAcj OF -h a^ ~-p ), 

et de là, par addition (o4, SS), 

OKcjAB + OLcjBC + ,..-i-OQcjFA = - ^ = ^, 

en appelant S l'aire du polygone. 
Donc 

(i) S =' (OKcjAB +OLcjBC + ...-f-OQcjFA), 

[1 est clair qu'on aurait aussi, en écrivant l'équipollence 
conjuguée, 

(a) S = - (ABcjKO -h BC cjLO + ,..-+- FA cjQO). 
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Produit des aires de deux polygones. 

126. Pioposons-nous de calcnlci- lo produit des- 
aires de deux triangles ABC, LMN au moyeu des dis- 
lances mutuelles de leurs sommets. En représentant 
par (ABC), (LMN) ces deux aires, nous avons (o-i) 

i6(ABC)(LMN) 

= — (ABcjAC — cjAB.ACKi'McjLN — cjLM.LN), 



(ab'-ba'){cd'—dc") 

= (ad'-hda')(_bc'-\- cb' ) ^ [ac' ^ ca')[hd' A- db"), 
facile à vérifier, nous montre que le second membre de 
l'équipollence ci-dessus peut s'écrire 

(ABcjLM-i-cjAB.LM)(AGcjLN -hcjAC.LN) 
— (AIÎcjLN +(;jAB.LN)(ACciLM-!-c]AC.LM). 

Or nous avons vu (S3) qu'on a 

AB cjLM + cj AB.LM = gr^AM + gr^BL — gr^AL — gr=BM. 
= AM» -(- BLî — AL^ — BMS 

en supprimant ici, par abréviation, les caractéristiques 
gr, ce qui ne peut avoir aucun inconvénient. 

Il vient, pac conséquent, 
i6(ABC)(LMN) 

= (AM* -h BLi — PJJ — BM3) (AN^ -+- CL^ — AL^ - GN^) 
^(ANî -1- BL! - ALî — BN!^) (AM^-i- GLî — AL^ — GM^). 

En examinant le développement du second membre, 
on s'aperçoit que de trente-deux termes il se réduit î 
dix-huit, et que si nous considérons la combinaison dt 
deux côtés AB, LM, par exemple, elle donne naissance- 
dans ce second membre, au binôme 
(3) ALï BMî — AM2 BL^ 
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si bien que les dix-iiuit termes dont nous venons de 
parler forment neuf de ces binômes correspondant aux 
combinaisons possibles des côtés. 

De cette observation résulte la formule symbolique 
très remarquable que voici : 

{4) i6 ( ABC) (LMN) = [AB -h BG -;- GA] [LM + MN + NL] , 

dans laquelle il suffit de remplacer chaque produit du 
second membre, AB.LM par exemple, parle binôme (3) 
correspondant. 

i27. Cherchons maintenant à étendre le problème 
au cas de deux polygones. Pour cela, supposons qu'on 
accole au triangle ABC un autre triangle ACD, si bien 
qu'ils forment à eux deux le quadrilatère ABCD. Pour 
avoir le produit i6 (ABCD) (LMN), il faudra ajouter 
au second membre de la formule (4) l'expression 
[AC + CD -H DA] [LM -h MN + NL]. 
Mais, d'après la définition (3) de chaque produit 
symbolique partiel, il est évident qu'on a 
[CA][LM]-f-[AC][LM]:- o, 
si bien que tous les produits partiels dépendant du 
côté A.C disparaîtront, et qu'il restera simplement 
[AR + BC-i- CD -H DA] [LM + MN '+ NL], 

Le même raisonnement, convenablement répété, con- 
duirait au produit des aires de deux polygones quel- 
conques ABC... F, LMN...Q, el nous donnerait la 
formule symbolique générale 

1 i6(ABG...F)(LMN...Q} 

i =[AB + BC-+-... + FA][LM-)-MN-F...-i-QL]. 

Cette remarquable expression du produit des aires 
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de deux polygones est due à Bellavitis, qui la publia 
pour la première fois, en i834, dans les Annales des 
Sciences du royaume lombard vénitien (r,. IV, p. a 56). 

P a eudo- centre d'un système de polygones. 

128. Reprenons la formule symbolique (4) et rem- 
plaçons-j le point L par le centre Rdu cercle circon- 
scrit an triangle AEC. On reconnaît immédiatement, à 
cause de l'égalité des grandeurs de ÂR, BR, CR, que 
la formule se réduit à 

(6) i6(ABG)(RMN) = [AB + BG -^ CA] [MN]. 

Formons de même le produit des aires (ACD), (R, MN), 
Ei étant le centre du cercle circonscrit à ACD, et ajou- 
tons-les. Nous obtiendrons, en vertTi toujours de la dé- 
finition (3) des produits symboliques, 

( (ABC)(RMN)-i-(AGD)(R,MN) 
^''■' i ^[AB-i-BG-t-CD-i-DA] [MN], 

Le second membre de cette égalité ne contient pas 
les diagonales du quadrilatère ABCD, et il est par con- 
séquent indépendant de la manière dont ce quadrila- 
tère a été divisé en, deux triangles. 

Quant au premier membre, ta droite MN étant quel- 
conque, il représente à un facteur constant près la 
somme des moments, par rapport à cette droite MN, 
des poids (ABC), (ACD) placés respectivement en R 
et R,. 

Si l'on remarque que la relation (^) peut aisément 
s'étendre à un polygone quelconque et qu'elle peut en- 
suite s'écrire poiir d'autres polygones encore, on arrive 
donc au théorème suivant : 

Pour tout polygone ou tout système de polygones 
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situés dans un même plan, il existe un point qui est 
le barycentre de poids égaux aux aires des triangles 
distincts en lesquels ces polygones pew^ent être dé- 
composés, ces poids étant respectivement placés aux 
centres des cercles circonscrits correspondants. 

Ce point est indépendant du mode de décomposi- 
tion en triangles. 

C'esl à ce point remarquable, découvert par Bellavi- 
tis, que ce géomètre a donné le nom de pseudo-centre 
d'un système de polygones. 

129. Si nous appliquons au triangle ABC ce que 
nous venons de dire du pseudo-centre, il est évident 
que ce point coïncidera avec le centre R du cercle cir- 
conscrit. Par suite, si nous appelons a, ^, y les aires 
des triangles OBG, OCÂ, OAB, O étant un point quel- 
conque et Ra, Rfi, Ro les centres des cercles circonscrits 
à ces trois triangles, nous aurons à la fois 
aOA -i-pOB +yOG =0, 
allRa-^ ^RRù+ ■ïRRc= o. 
Si le point O vient à coïncider avec le barycentre G, 
alors a ^ ^ == y, et K est le barycentre des trois points 
R„, Rj, R,.. 

Multilatéraux, 

130. Nous appellerons multilatéral un système de 
droites MN, PQ, . . . dont la somme géométrique est 
nulle. Autrement di t, les droites qui corn posenlun multi- 
latéral sont équipollentes aux côtés d'un polygone fermé. 

La somme des triangles OMN, OPQ, ..., qui ont 
pour sommet commun le point O, s'exprimera ainsi 

S = ^fOMcjMN-+-OPcjPQ-h...— cjOM.MN-cjOP.PQ-...). 
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Pour nn autre point O', on aurait une formule pa- 
reille, et, en faisant la différence, on aurait 

S — S'= - [00'(cjMT^ -r- cjPQ +. . .) 

- cjOO'(MN -h PQ-1-. . .)] = o, 

d'après la d<5finition même du multilatéral. 

Donc la somme des triangles considérés est indépen- 
dante du sommet commun de ces triangles. Nous pou- 
vons l'appeler aire du multilatéral. 

Le multilatéral le plus simple qu'on puisse imaginer 
est celui qui se compose de deux droites seulement MN, 
PQ égales, parallèles et de sens contraires. L'aire du 
multilatéral est alors la moitié de l'aire du parallélo- 
gramme MNPQ. 

131. Il est presque évident que, dans un multilaté- 
ral, les origines et les extrémités des droites ont même 
baryc entre. 

Car 

MN -^ PQ -^ ....-= o 
peut s'écrire 



Nous pourrons appeler ce point G le barycentre fies 
sommets du multilatéral. 

132. Cherchons à former le produit des aires d'un 

polygone ABCD. . . et d'un multilatéral MN, PQ 

A cet effet, prenons pour sommet commun des triangles 
le pseudo-centre R (128) du polygone. 

Nous avons, d'après la propriété caractéi-islique de 
ce pseudo-centre, en appelant R), Ra, ... les centres 
des cercles circonscrits ans triangles en lesquels se dé- 
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compose le polygone, s,, Ss, ... les aires de ces 
triangles et S l'aire du poljgone 

S.RMK = JiR|MN + Ï2R3MN + ..., 
si bien (427) que ce produit s'exprimera par 
■Jg-[AB-t-BC^,..][MNJ. 

Comme la même observation peut se répéler pour toutes 
les autres droites PQ, .... il en résulte que le produit 
cherché s'exprimera par le produit symbolique 

(8) ïSë[AB-!-BG + ...l [MN + PQ-!-...]. 

133. Étant données plusieurs droites MN, PQ, . . ., 
cherchons à en déterminer une dernière XY, telle que 
MN, PQ, . . , , YX forment un multilatéral d'aire nulle. 
Nous aurons à écrire pour cela les deux conditions 
MN + PQ-i-...-(-YX = o, 
OMN-i-OPQ-i-...-^ OYX-o, 
étant un point quelconque du plan, ou 

(9) XY = MN-i-PQ-^..., 

(10) OXY = OMN + OPQ-i-..., 

c'est-à-dire 

OX cj XY — cj OX . XY = OM cj MN -h OP cj PQ -^- . . . 

— cjOM.MN — cjOP.PQ — .... 

Cette dernière condition est évidemment satisfaite en 
écrivant 

OX cjXY r.= OM cjMN + OP cj PQ --. . . , 



li don: 



(11) 

en vertu de la relation (9). 



OMc j MNh - OP_cj PQ H- ._ 
cjMN^ejPQV..." 
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On peut considérer MN, PQ, . . . comme représen- 
tant un système de forces situées dans un plan et ap- 
pliquées en M, P, .... Alors XY est leur résultante, 
comme le montrent les relations (9) et (10), car cette 
dernière exprime que le moment de XY par rapport au 
point quelconque O est égale à la somme des moments 
des forces MN, PQ, 

Le point d'application X de la résultante, déterminé 
par la formule (11), est tel, que si toutes les forces 
viennent à tourner dans leur plan d'un même angle et 
dans le même sens, la résultante tournera du même 
angle et dans le même sens autour du point X-, qu'on 
peut appeler le centre du système des forces. 

Il est intéressant de remarquer toute l'analogie qui 
existe entre la formule (1 1) et la relation (a) du n" 18, 
qui donne le Larycentre d'un système de poids sur un 
plan. Ces deux, formules deviennent identiques si les 
valeurs MN, PQ, . . . sont toutes parallèles entre elles et 
à l'origine des inclinaisons. On pourrait dire, pour em- 
ployer un langage purement analytique, que cette for- 
mule (11) donne le barycentre (toujours réel) d'un 
système de poids imaginaires placés dans un même 
plan. 

Il est à peine besoin de faire remarquer que, si l'on 
prend précisément pour origine le centre X d'un sys- 
tème de forces, on a 

XM cj MN ^ XP cj PQ -^ . , . = o. 

Si l'on vient à renverser toutes les droites MN, PQ, ... 
si bien que les extrémités deviennent origines et les ori- 
gines extrémités, le centre Y' du système NM, QP, . . . 
sera donné, en vertu de la formule (i i), par la relation 

_ 0NciMN-4-0Q c jPQ+;.. 
cjMN-i-cjPQ-F... 
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MNcjMN-HPQcjPQ-i- 
cjMN-HcjPQ-H... 



XY' cj XY = gL-2 MN -1- gi-i PQ + . . . . 

Les points X, Y, Y' sonl donc en ligne droite et le rec- 
langie des deux segments XY, XY' est équivalent à la 
î des carrés construits sur toutes les droites du 




Pour te cas de deux droites seulement, MN , PQ 
{yî^. 45), le point X est déterminé par la relation 

MX _ cjPQ 
XP "" cjMN 

et donne lieu, comme on le reconnaît aisément, à la 
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construction très simple que voici. Il suffit de prolon- 
ger les deux droites MN, PQ jusqu'à leur rencontre O, 
de mener la circonférence passant par O, M, P, et de 
couper cette circonférence par la droite issue du point O 
et représentant la somme de MN et PQ. La propriété 
que nous venons d'établir sur le produit XY'cjXY 
donne donc ici un théorème assez simple de Géométrie 
relatif à deux circonférences qui ont un point com- 
mun. 

Reprenons les valeurs ci-dessus de OX et OY'. Si 
nous les ajoutons, en appelant Z le milieu de XY' et 
M,P, les milieux de MN, PQ, ..., nous aurons 

_ 0M|CJMN + 0P|CJPQ4-.. . 

CJMN-1-CJPQ + ... 
_ OMi cj M, H -H OPi cj Pi Q -!- . , ■ 
" cjM|NH-cjPiQ-!-... 

c'est-à-dire qiie Z, milieu de XY', est le centre du sys- 
tème M, N, P, Qi li serait facile d'établir encore 

beaucoup d'autres propriétés analogues sur lesquelles 
nous passons ici. 

134. Pour terminer, sur celte question des multilaté- 
raux, nous nous bornerons à une propriété qui donne 
une nouvelle expression de la similitude de deux 
triangles comme cas particulier. 

Supposons qu'on ait 

(12) OA.MN + OB.PQ + OC.ST == o 

pour toute position du point 0. Je dis que cette rela- 
tion exprime que MN, PQ, ST est un trilatéral et que 
le triangle formé par des droites équipollentes est sem- 
blable à ABC. 

En effet, si l'on écrit la relation (12) pour tout autre 
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point 0', il vient, par soustraction, 
00'(MN-hPQ-HST) = 



Donc le système est un trilatéral. 

Portant maintenant le point O en A, il vient 
AB.PQ-hAC.ST=:o, 
AB _ GA 
ST ~ FQ' 

Portant le même point en B, 

BA.MN-hBG.ST = o, 



ce qui démontre la proposition. 
Pour un triangle, on aurait 

OA.B'G'-^ OB.C'A'^- OG.A'B' = o, 
et l'on exprimerait ainsi que les deux triangles ABC, 
A'B'C sont direetement semblables. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE V. 

1. Deuxpolygoaes, d'un nombre pair de côtés et tels que les 
milieux, de ces côtés coïncident, ont des aires égales. 
En effet, ABC..., A'B'C... étant ces deux polygones, on a 
A'B' = AB-OH, K'C'=BC-i-OH, CD' -CD -OH, ... 
et par conséquent (1Î5) 

ï£ = i? _cjOH(OK-OL + ,,.~OQ>. 
Or l'espression entre parenthèses est identiquement nulle. 
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2. Un polj-goue ABC ... F d'un nombre impair de côtes 
étant donné, on construit le polygone A'B'C. ..FT tel que 
les milieux de ses côtés A'B',B' G', ..., FT coïncident avec les 
milieux des côtés du premier polygone. Le milieu du derniei- 
côté l'A' est alors le point A. Démontrer que les deux polygones 



OK ~ 01. H- . . .+ OQ — OA. 

3. Si un polygone LMN...Q est inscrîptible et si le centre 
du cercle circonscrit est A, le produit des aires des deux poly- 
gones LMN. . .Q, ABC. . .FI s'exprime symboliquement par la 
formule 

(BG+CD+...+ FI)(LM + MN + .,.-(-QL). 

On reconnaît en effet que dans ce cas tous les termes de la for- 
mule <5) du n» lîT provenant des facteurs contenant la lettre A se 
détruisent identiquement. 

4. Soil LMNP un quadrilatère inscrit dans un cercle de 
centre A, et soient AB, AC deux droites respectivement per- 
pendiculaires aux diagonales LN, MF. Le produit des aires du 
quadrilatère et du triangle ABC a pour expression 

(BH2— BPî){GN3— CL!). 

Car, fl'après l'exercice précédent, la formule symbolique se ré- 
duit à 

( BC) ( LM -1- MN + NP -I- PL) 

et, en y faisantBL = BN, CM = CP, elle donne l'expression demandée. 

S. Soient LMNP un quadrilatère; A, B, G, D les centres des 
cercles circonscrits à MNP, NPL, PLM, LMN respectivement; 
a, 3, -fi S les rayons de ces cercles; 1, m, n, p les longueurs 
des droites AL, BM, GN, DP. 

Le produit des aires des deux quadrilatères LMNP, ABCD 
est égal à 

(H+n=-x=-7Î)(mî+p^-iî^-S^). 
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6- Consti-uirc le pseudo-centre d'un quadiilalère ABCD. 

D'après la définition du n" 128, le point cherché est suc la droite 

joignant les centres des cercles circonscrits à ABC, ACD, c'esl-È-dire 

sur la perpendiculaire au milieu de la diagonale AC. Pour la mÈme 

raison, il se trouve sur la perpendiculaire au milieu de BD, 

7. Un mullilaléral MN, PQ, . . , ayant ses côtés équipollents 
à ceux du polygone ABCD..., on peut figurer l'aire de ce 
mulliiatéral en prenant un point quelconque R sur MN, un 

point S sur PQ, ... et en formant le polygone ARBSC 

L'aire de ce polygone sera égale à celle du multilatéral. 

Conséquence de la définition du n° 130, Car 



- ABcjOM = ORcj AB- 
OMN= OARh- OISB. 
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CHAPITRE VI. 

QUELQUES QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 



Divisions harmoniques. — Moyennes harmoniques. 



135. On sait qu'un segment AB est divisé liarraoni- 
cjuement par deus points G, D, situés sur la même 
droite, lorsque l'on a 

'■ •* eu BD 

Les quatre termes de cette proportion représentent 
alors exclusivement des grandeurs. 

Par extension, nous dirons que les quatre points A, 
B, C, D {Jig- 46) forment une division harmonique 
ou un quadrilatère harmonique, lorsque la rela- 
tion(i) est satisfaite eji grandeur et en direction, c'est- 
à-dire lorsque cette relation devient une équipollence. 

Il est évident, tout d'abord, à la seule inspection de 
cette relation (i), que tout quadrilatère harmonique est 
inscriplible, car les angles en C et D sont supplémen- 
taires. 

Si l'on se donne AB et que l'on construise sur cette 
corde une circonférence quelconque, soit EF le dia- 
mètre perpendiculaire à AB. En joignant E, F à un 
point M quelconque de AB, il est facile de reconnaître 
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que les points G et D, où les droites FM, EM cou- 
pent la circonférence, satisfont à l'équipollence (i) et 
déterminenl par conséquent, avec A, B, un quadrila- 




tère harmonique. En effet, DM et CM sont les bissec- 
trices des angles D et C, ce qui monire que 



Cette équipollence (i) se prête à diverses remarques 
et transformations. Nous n'avons pas à insister, par 
exemple, sur la réciprocité évidente qui existe entre 
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Jes droites AB et CD, et qai résulte de la seule inspec- 
tion de l'équipollence. 

On peut donner à cette relation (i) la forme 



('.) 



AC AD " 



et l'on dira que la droite AB est moyenne harmonique 
(en grandeur et en direction) de AC et de AD. 

Si S est tin point quelconque du plan et si I, K sont 
les points milieux de ÂB et CD, l'équipollence (i) peut 
encore prendre la forme très générale 
(3) SA.SB + SC.SD = îSI.SK. 

Si nous portons le point arbitraire S en I, nous 

ii) IC.ID -= liî^ 

Si nous le faisons coïncider avec le centre O de la 
circonférence, il vient, en appelant OE, OG les rayons 
dirigés suivant 01, UC, 
(5) OE'-^OGî=: ^01. OK. 

136. L'équipollence (4) montre que IB est bissec- 
trice de l'angle DIC. Donc, cette droite coupant CD an 
point L et la perpendiculaire OIE coupant CD en P, 
les points P et L formeront avec CD une division har- 
monique sur celte corde. 

Il est d'ailleurs extrêmement facile de reconnaître que 
le point P est fixe. En effet, si l'on divise par 01 la re- 
lation (5), il vient 



Les deux termes du premier membre ayant même 
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et comme celle-ci a pour direction OE, il en rcstiitc 
évidemment 



valear indépendante, comme on le voit, dn point K et, 
par coiiséqnent de fa corde CD. 

Ce point P e it le pô/e de la droite AB, qui, récipro- 
quement, est la polaire de P. De même on a 

et Q est le pôle de CD. 

Les propriétés des pôles et polaires par rapport au 
cercle et aussi par rapport à un angle, sur lesquelles 
nous n'insislonfi pas, afin d'abréger, s'établiraient facile- 
ment au moyen de la méthode des équipollences- 

137, La formule (s), lorsqu'on cherche à l'étendre 
à un nombre donné de points, conduit à une intéres- 
sante généralisation de la moyenne harmonique. 

Soient O un point pris pour pôle et Â,, Aj, -.-, A„ des 
points donnés. Si nous écrivons 



(6) 



OM ~ OAi OÂ, 



nous dirons que OM est la moyenne harmonique des 
n droites rayonnantes OA,, OA^, ..., 0A„. 

On peut aussi considérer la moyenne harmonique de 
plusieurs droites, en les supposant affectées de coeffi- 
cients algébriques; elle est alors définie par l'équlpol- 
lence 



(7) 



ÔA„ 



La transformation par inversion, sur laquelle nous 
aurons à revenir plus loin, rend à peu près intuitive 
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cette proposition, s'appliquant aux deux définitions (6) 
el(,): 

Si les points O, A,, A^, . . . , A„ son/, tous situés 
sur une même circonférence, la moyenne harmonique 
des droites Ok,, OAj, ,, ., Ok^ason extrémité située 
sur cette même circonférence. 

138. Nous terminerons celte question de la division 
liarmonique par la solution bien facile du problème 
suivant : Etant données deux droites CD, CD', en 
trouver une troisième AB qui forme avec chacune 
d'elles une division harmonique. 

Reportons-nous à la fig- 46 et appelons toujours I 
ie milieu de AB. L'équipollence (4) du n° 135, succes- 
sivement appliquée aux deux droites CD, CD', nous 
donnera 

1B2 = IC.ID = 1C'.ID'. 

Par conséquent 




c'est-à-dire que les deux triangles ICD', IC'D {fig- 4?) 
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sont semblables; on oblîendra donc le point I en résol- 
vant le problème déjà traité plus liant (77). Ce point 
obtenu, on mènera la bissectrice commune des deux 
angles CID, C'ID', puis la perpendiculaire en I à cette 
bissectrice; on fera passer deux circonférences, l'une 
par CD, l'autre par CD', ayant leurs centres sur 
cette perpendiculaire, et la corde commune AB à ces 
deux circonférences donnera la solution demandée. 

Il est visible que si les deux circonférences coïnci- 
dent, c'est-à-dire si les deux cordes CD, CD' ont leurs 

à l'intérieur, AB sera la corde polaire de leur point de 
rencontre P. 

Rapports anharmo niques. 

139. Etant donnés i[uatre points A, B, C, D sur un 
plan, on peut les grouper deux par deux, A et B par 
exemple d'un côté, et C et D de l'autre. 

Ceci étant fait, on appelle rapport aiikarmo nique 
de ces quatre points le rapport géométrique 



AG . BC _ AG.IÎD _ 
AIJ ■ iJ7J " k\ï7m " 



(0 

Si l'on combine deux à deux les quatre points don- 
nés de toutes les manières possibles, on reconnaît qu'on 
n'obtient jamais, en fin de compte, en dehors de jjii, 
que les deux autres rapports 

AD . CD _ AD.CB _ 
AB ■ CB ~ AB.CU ~ ^"'-' 
AB _ DB _ AB.DC _ 
AG ■ Ï)G ~ ÂGTDB " ^^' 

et aussi les rapports inverses ~ . —, — 
^^ _ fl i»! i'^. 

Si nous examinons ces valeurs, nous voyons lout 
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(l'abord qu'on ;i 

(3) l^-^l>-2l^-,=-<- 

Ea outre, la relalioii du n" 8ij 
(3) AB.CD-f-AD.BC = AG.BD 

donne 



Ces relations [lermettcnl d'obtenir immédiatement 
les divers rapports anharmoniques de quatre points 
quand on connaît l'un d'entre eux. Par exemple, dans 
ie cas de la division harmonique (135), îe rapport ^i 
est égal à -I. 

On en conclut immédiatement 

Fî = i et ti3 = î. 
Lorsque, sans être précisément égal à — -i, le rap- 
port [i| est réel, les deux autres rapports jj-^ et [Xj le 
sont aussi, et, dans ce cas, la simple considération des 
angles montre que le quadrilatère ABCD est inscrip- 
tible, et réciproquement. Ainsi la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un quadrilatère soit inscrip- 
tihle, c'est que le rapport anharmonique de ses 
quatre sommets soit réel. 

140. Les trois points A, B, C étant fixes, appelons m 
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, , . AG . BC , . , 

te rapport an harmonique -^ . ^^, quel que soit le 
point M, et cherchons à déterminer un rapport tel 
que =-TT' en y introduisant les rapports anharmoniqiies 
d, e, g. 

L'identité du n" 86, appliquée aux points A, 13, D, E, 
puis A, B, D, G, nous donne 

— AB.DR = AE.BD — AD.DE, 

- Arj.DG= AG.BD— AD.BG. 

Divisant ces deux expressions l'une par l'autre, 
(5) 



BD_BE 
DE _ AE AD ~ Ali 
DG ~ AG BD BG" 



Multiplia 



{^') 



DE AE d- 
DG "'' AG d- 



On remarquera, en passant, que la formule (5) nous 
donne le rapport anharmonique de quatre points D, A, 
E, G au moyen d'un cinquième point B. 

Si maintenant nous voulons évaluer le rapport anhar- 
monique de quatre points quelconques D, E, F, G, 
c'est-à-dire 

DE , FE _ DE.FG 
Ï5G' FQ ' DG.FE' 

la relation (6) nous conduit immédiatement à voir que 
l'on a 



" DG.FE ld-g)(/^e) 

On verrait tout aussi facilement que tout rappoi 
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lomprenant in points, ti 

d e.fg.hk.lm 
um.fe.hg.lk' 



^)(/-g-)(/^- A)(/- 



(rf-7«)(/-e)(A 
Sj, dans les rapports que T 



exprimer, entraient 
les points A, B, C eux-mêmes, la formule (7)' s'appli- 
querait encore, en y introduisant les rapports anharmo- 






Par exemple, 



13C . EC _ 
lîG ■ EG " 



b-É 



e — g 



«{» 



Ces divers résultats sont à peu près identiques à ceux 
qu'on obtient en Géométrie supérieure pour des sys- 
tèmes de points en ligne droite, et comportent cepen- 
dant, comme on le voit, un degré de généralité beau- 
coup plus étendu. 

Divisions homo graphique s. — Pigures inverses. 

I4i. Prenons arbitrairement une suite de points A, 
B, C, D, ... sur un plan, et arbitrairement aussi les 
trois points A', B', C, Supposons en outre qire les 
points D', E', , . . soient déterminés par les égalités de 
rapports anbarmoniques 

AC . BC _ AX' . ^_(^ 

AD ■ BD ~ A'JÎ' ■ Fiy' 
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D'après les résultats du numéro précédent, il appa- 
raît que le rapport anharmonîque de quatre points quel- 
conques appartenant à la suite A, B, C, . . , sera égal 
au rapport anharmonique des points correspondants. 

En' vertu de la remarque qui termine le n° 139, 11 
résulte immédiatement de là que des points sur une 
même circonférence auront pour correspondants des 
points également situés sur une circonférence (ou sur 
une droite), le rapport anliarmonique devant être ï~éel 
d'un côté comme de l'autre. 

A deux systèmes de points, tels que nous venons de 
les définir, nous donnerons le nom de divisions homo- 
graphiques du plan. L'analogie est évidente avec les 
divisions ho mo graphique s des droites. Mais l'ensemble 
des points peut ici former des fig^ures, dont nous al- 
lons étudier les principales propriétés. 

142. Soit J im point situé à l'infini, dans une direc- 
tion quelconque, sur la première figure. Le rapport -^^ 
devenant alors égal à l'unité, on a 

AC . BC AC 
AJ ' BJ ~ 15C' 

et, par siiite, en appelant,!' le point correspondant de 
la seconde figure, 

AC _ A X'.IH'J' 
^'^ JJC ^ l-l'G'.A'J'' 

Scmhlablement, si I' représente un point à l'infini 
de la seconde figure et I son correspondant de la pre- 
mière, on aura 

(2) 



AC.EI AT/ 



BC . \l ~ B'"C' 
De ces deux relations, on tire immédiatement 
(3) IA.J'A'---^IR.J'B' 
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Rien ne particularisant les points A et B, on voit 
qu'en somme le produit IM.J'M' est constant, quels 
q«e soient les points correspondants M, M'. Ceci met 
en lumière une importante propriété des figures en 
question. En effet, si nous transportons par la penséi' 
Ja seconde figure sur son plan, de manière que J' 
vienne coïncider avec I, puis si on la retourne sens des- 
sus dessous, de telle sorte qu'une droite quelconque ÏX' 
s'applique en IX" sur la direction de la correspon- 
dante IX, l'équipollence (3) nous montre qu'alors nous 
aurons, pour tout point de la figure, 
IMcjJM"=consl., 
c'est-à-dire que les deux figures sont transformées l'une 
de l'autre par rayons vecteurs réciproques ou plus sim- 
plement inverses. 

Nous conservons ce nom àe figures inverses à celles 
que nous avons considérées tout d'abord, et dans les- 
quelles les deux centres d'inversion I, J sont distincts. 

143. Cherchons s'il existe un point E (fig. AS) qui 



coïncide avec son propre correspondant. La relation Ci) 
devi-a nous donner pour ce point 

lEJ'E-IA.J'A' 
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oa 

(4) lE^— IJME = I,\.J'A'. 

Il y a donc cleus poinls E, F satisfaisant à la condition. 

La somme lE + IF est égale à ÏJ', c'est-à-dire que si O 

est le milieu de IJ', il est aussi le milieu de EF, si 
bien que les quatre points I, J', E, F forment un paral- 
lélogramme. 

En rapportant E, F an point O, appelant O' le cor- 
respondant de O, et remplaçant lA.J'Â' par 10. J'O', 
on donne aisément à la relation (4) la forme 
(5) 0E2 = 0J'.00', 

d'où 

OE = + ^Oy. 00', 0¥ =-. — /UJ'.OU'. 

Ainsi FOE est bissectrice de l'angle J'OO', et les 
triangles J'OE, EOO' sont directement semblables. 

Si O était considéré comme appartenant à la seconde 
figure, son correspondant O) dans la première serait 
donné par 00, = — 00', comme on le reconnaît im- 
médiatement. 

'14i. Ah moyen des poinls E, F, on peut détermi- 
ner bien facilement les centres d'inversion I, J'. Pre- 
nons en effet les quatre points A, I, E, F et leurs cor- 
respondants A', I' (à l'infini), E, F. En égalant les rap- 
ports anharmoniques, nous aurons 

FA , (A _ F a; 

FE ■ lE ~ FE ' 
d'où 



lit pareillement 

.,„ A'E.AF 
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Les équipollences (i), (2) du n° 142 permettraient 
également d'obtenir les points J', I en fonction de 
trois couples A, A', B, B', C, C de points coiTcspon- 
dants. On trouve ainsi 

"" |-'-™^^(^?-^)- 

Lorsqu'on a 

AB _ AC_ 
A'ir " A'C' 

les points I et J' disparaissent; les deux figures sont 
semblables, et il n'y a plus qu'un seul point E se cor- 
respondant à lui-même, lequel est donné par l'équi- 
poUence 

AE A'E 
ÀB ~ A' B' ■ 

L'équipollence (3) du n° Ifâ peut se mettre sous la 
forme 



De là, on déduit immédiatement qu'à toute droite de 
la première figure, passant en I, correspond une droite 
de la seconde, passant en S'; que plusieurs droites cor- 
respondant à des droites passant par I forment entre 
elles des angles égaux à ceux de ces dernières ; que les 
deux figures rayonnantes sont superposables par retour- 
nement de l'une d'elles. 

On reconnaît par là que, si l'on donne trois points en 
ligne droite A, B, C, auxquels correspondent trois 
autres points A', B' C, également en ligne droite, les 
points I et J' seront respectivement situés sur ABC et 
A'B'C; car autrement la droite ABC, par exemple, 
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aurait pour figure correspondante une circonférence el. 
non une droite. 

Voici encore une propriété curieuse relative à ce 
cas. L'égalité des deux rapports anliarmo niques 

Ml . AG A^ . AX; 

BM"BC' B'M'"B'G' 

AC , A'C .. . , , AM , A'M' 

nous montre, ëg ^^ &C ^lanl réels, que gH ^^ BTvT 

ont même inclinaison, c'est-à-dire que les angles AMB, 

A'M'B' sont égaux. 

Par conséquent, si l'on joint deux points correspon- 
dants quelconques M, M' aux divers points correspon- 
dants de deux droites passant, l'une pari, l'autre par J', 
les deux faisceaux ainsi formés sont directement su- 
perposables. 

Toutes ces propriétés et d'antres encore se présen- 
tent, on le voit, de la façon la plus naturelle, comme 
conséquences du calcul, 

i4S. Dans le cas particulier où les dcus, figures In- 
verses ont leurs centres d'inversion en coïncidence, il 
suffit, pour trouver ce centre commun I, d'avoir deux 
couples de points correspondants A, A', B, B'. En effet, 
la formule (3) devient alors 

JÂ.IA' = IB.IB', 
d'où 
^ ^ TA m 

Les deux triangles lAB', IBA' sont donc directement 
semblables, en sorte que la détermination du point I 
résulte du problème facile que nous avons résolu (77) 
et qui consiste à trouver le sommet commun de deux 
triangles directement semblables, connaissant leurs 
bases. 
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Les points E, F se correspondant à eux-mêmes sont 
donnés ici par ia relation 

lE = — IF = v^IàTiÂ^. 

Si l'on se reporte à ce que nous avons dit, aux n"* 13o 
et suivants, sur la division harmonique, et à \&.fig. 46, 
sauf les changements de lettres, on reconnaît tout de 
suite que EF divise harmoiiiquement AA', c'est-à-dire 
que le quadrilatère EÂFA' est harmonique. Il en est de 
même du quadrilatère EBFB'. 

Involution. 
146. Si\ points, conjugués deux à deux, A et A', 
B et B', C et C étant donnés sur nn plan, nous dirons 
qu'ils sont en involution lorsque le rapport anharmo- 
nique de quatre d'entre eux, appartenant aux trois 
systèmes, est équipollent à celui de leurs conjugués 
respectifs. 

Une analyse des plus simples permet tout d'abord de 
jastifier cette définition, en montrant qu'elle s'applique 
à toutes les combinaisons qu'on peut former, si elle 
s'applique à une seule d'entre elles. 

On trouve immédiatement aussi la formule de l'invo- 
lution qui découle de là et qui n'est autre chose que la 
traduction de la définition elle-même. Cette formule 
peut affecter diverses formes, suivant la combinaison 
qu'on a clioJsic. Nous l'écrirons exclusivement ici de la 

(8) AB',DG',CA'-HA'y.B'G.G'A = o. 

Si l'on rapporte les six points à une origine arbi- 
traire O, on obtient 

OA.OA'(0B — OC -H OB' — OC) 
-- OB.OB'(OG - OA -H OC — OA') 
-OC:OC(OA-OB -h0A'-0B')=o 
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OA.OA'(CC ^B'C')-!-0B.OB'(CA.-T-G'A') 

^-OC.OC'(ÂB--A'B'):=:(^. 

Actuellement, supposons que l'on ait une droite EF 

fis- 49) fi"ii forme une division harmonique, soit 

Fig. 4!). 




lE^ = IA.IA'= IB.IIÎ', 



et par conséquent, si nous choisissons I pour origine, 
la formule ci-dessus deviendra 

IEî(BG-^B'G'-!-CA-+-G'A') — IG.IC'(AB~A'B') = o, 
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c'est-à-dire 

(iE2-IC.lG')(B4~B'A') = o. 
Donc 

(lo) IC.IG'= lEï. 

On voit, en conséquence, que la division EF est 
harmonique à la fois avec AA.', BB', CC. 

On peut donc donner de l'iûvolution cette définition 
nouvelle : Trois couples de points (ou plusieurs couples) 
sont en involulion lorsqu'ils admettent une division 
harmonique commune. 

Les points E, F sont les points doubles de l'invohi- 
tion ; leur milieu I en est le point central. 

147. Pour construire trois (ou plusieurs) couples de 
points en involulion, il suffit, sur ime corde com- 
mune EF, de tracer trois (ou plusieurs) circonférences ; 
si P, Q, R, ... sont les pôles de EF par rapport à ces 
diverses circonférences et si l'on mène respectivement 
les sécantes quelconques PAA', QBE', RCC, . . . , les 
points A, A', B, B', C, C, ... seront en involulion. 

Pour s'assurer si trois couples de points donnés 
A, A', B, B', C, C sont en involution, il faudra ré- 
soudre le problème de la division harmonique com- 
mune (138) pour les deux premiers couples, ce qui 
donnera EF, pais vérifier : i" que les quatre points 
E, F, C, C sont sur une même circonférence; 2° que 
ce prolongée passe par le pôle de EF par rapport à 
cette circonférence. 

On reconnaîtrait sans difficulté, en appliquant les 
relations (fj), (10), que si plusieurs couples de points 
A, A', B, B', C, C, D, D', . . . sont en involulion, les 
points A, B, C, D, ... élani sur une même droite, les 
points A', B', C, D', ... seront distribués sur une 
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inême circonférence à laquelle appartiendra aussi le 
poiiiL I. 

Nous bornerons ici les applications de la méthode 
des équlpollences à la Géométrie supérieure, notre seul 
but ayant été de montrer par quelques exemples com- 
bien cette mélhode s'y adapte heureusement et quel 
degré de généralité elle donne à la plupai't des théo- 



EXEaCICKS SUR LK CHAPITRE VI, 



1. Si l'on transforme par inversion les quatre 
quadrilatère harmonique, on obtient quatre points qui sont les 
sommets d'un nouveau quadrilatère harmonique. 

Déterminer le pôle d'inversion, de telle sorte que le nouveau 
quadrilatère soil un carré. 

Oo vérifie la relation (e) du n" I3à en y remplaçant AC, CE, ... 



Quant à la seconde partie de l'énoncé, on résoudra le problème en 
exprimant que les milieux des deux droites A'B', CD' coïncident, 
ee qui conduit à une équipoUcnce facile do second degré. H y a donc 
deux solutions. 

2. Soient ABC un triangle et M un point quelconque du 
plan. Soient A,, Bi, C, les conjugués bormoniques de M par 
rapport aus ti-ois couples de points (B, C), (G, A), (A, B); Aj, 
Bj, Cj les conjugués harmoniques de M par rapport aux 
couples (Bi, C), (G,, A,), (Aj, Bj), et ainsi de suite. 

Démontrer que A„, B,„ G„, lorsque n tend vers l'infini, ten- 
dent à se confondre avec le point H défini par la relation 

MH "" M A ^ ÂDi ~" MC ■ 
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-H 


seconue 


PAETIE. — CIIAPI 


On i 


i(i35) 


MÂT, ^ Us ''" MC 


II, si 


no<is posons, en f 


2Ma;=mb'+mc'. 



On voit ainsi que tout point A|, estle milieu de la droite BÎ,_,CI,_,. 
Les points AI,, B^, C|, ont donc pour limite H' le barj'centre de 
A'B'C; d'où 

3Mîr=MA'+MB'+MC', 



MH " MA MB tue 

3. Un angle ACB étant donné, si on lui mène par un point 
une sécante OMN quelconque et si l'on prend le conjugué har- 
monique P de par rapport à MIS, le Heu de P sera une 
droite (polaire du point O par rapport à l'angle}. 

Si l'on mène deux sécantes OMN, OM'N', le point de ren- 
contre Q des diagonales du quadrilatère MNN'M' appartient à 

En écrivant CM = 3^», CN=ya et posant OC =r. aA -\- be, on 
a par déeomposilion 

OM o-i-a : 



ce qui montre bien que le point P décrit une droite. 
Q,..llt .u point 1), 0. ironw 



par conséquent, le point Q est situé sur la droite dont n 
fie parler. 

4. Si les sommets correspondants de deux triangl 
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ligne droile avec ua point iis.e(iiulri;ineiiKiit, si deus li'iangles 
■sont homologiques), les points de concours des côtés corres- 
pondants sont en ligne droite. 

Application facile du procédé de décomposition, en rapportant 
tous les points au point fixe pris pour origine. 

5. Deux figures symétriquement semblables ABX . . . , 

Â'B'X' étant données sur un plan, si l'on divise les 

segments AA', BB', XX', ... proporlionnellemonl aux lignes 
homologues des deux figures, le lieu des points de division P, 
Q, Y, ... est une droile. 

Le lieu des conjugués harmoniques de P, Q, Y, ... par rap- 
port aux segments AA', BB', XX', ... est une seconde droite 
perpendiculaire à la premièie, 

..,.,, = . - - — -7 s' cjt UQ rapport géométrique constant. Si l'on 

prend l'origine des inclinaisons parallèle ù la bissectrice de l'angle 
(AB.A'B'), on a 



^B _ ci i.P, _ a 
ÏJÂTlï' ~ ~Â^ ~ â'' 

;^ PQ = AD -l- -, A'B' ^^ AD -r cj.VB. 

iUï conjugués harmoniques en changeant « en — n, 

^-=-^P,Q,^ AB — cjAB, 

^~^ Pi V, = AX - cj AX. 

^r à ces deus droites le nom à'awes de pseiido-sy- 

an géométrique en est facile; nous en laissons le soin 
au lecteur. Leur intersection donne le point cherché au ii°78 (p. 77)- 
Voir également l'exercice 5, p. ga. 
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6. Si (leus. points correspondants X, Z de deux, figures planea 
sont lits entre eus par la relation 

OA.OZ + OB 
OC.OZ-hOD' 

les deus figures sont inverses l'une de l'autre, moyeunant un 
déplacement et un retournement convenables de l'une d'elles. 



(»-l)(o-S)-' 



A ropprocliei' de l'esercice (s), fi. Sri, où l'on trouve un cas parti- 
culier de cette propriété. 

7. Si l'on transforme une même figure par inversion par rap- 
port à deux centres différents, puis si l'on transporte arbitrai- 
rement dans le plan les deux figures obtenues, on pourra les 
amener dans une position telle, par retournement de l'une des 
deus, qu'elles soient inverses l'une de l'autre. 

C'est une conséquence de i'esercice précédent; car, si 



par une relation de la torni 
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CHAPITRE VII. 

APPLlCATlOiSti A l.\ TlIlior.iE DES COUBGKS. 



OJjservations 

148. Pour représenter un point M, en coordonnées 

rectilignes, on donne son abscisse x et son ordonnée y. 

Si OA, OE sont deux droites de longueur égale à l'unité, 

suivant les ases coordonnés, nous aurons 

OM = ,rOA^-jOB. 



Si l'ase des x, OA, est pri 
sons, il viendra 



poui 



6 étant l'angle des as 
Si les coordonnées 

(2) 



int rectangulaires, 
OM = x + iy. 



S'il s'agit de coordonnées polaires, l'axe polaire 
étant l'origine des inclinaisons, et r, w étant les coor- 
données du point M, 
(3) OM = ;■:". 

La détermination d'un point M par l'emploi de la 
droite OM, ou m, permet, on le voit, de faire rentrer 
dans ce seul symbole tous les systèmes de coordonnées 
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imaginables, et spécialement les coordonnées rectilignes 
et polaires. 

Lorsqu'un pointM se déplace d'une manière continue, 
el décrit ainsi une courbe, le déplacement inliniment 
petit MM' qu'il subit sur celte courbe sera représenté 
par dOM ou dm. Il est évident que cette droite infini- 
ment petite a pour direction celle de la tangente à la 
courbe. On voit aussi qu'un point donné M peut subir 
une infinité de déplacements infiniment petits, dans 
toutes les directions possibles rayonnant autour de ce 
point sur le plan. 

Le signe / ydx du Calcul infinitésimal représente 

une somme d'éléments infiniment petits, en nombre 
infini, 11 en sera de même ici, mais les sommes consi- 
dérées sont des sommes géométriques. Par exemple, si 
M,AM|i est un arc de courbe, qu'on peut identifier à 
une ligne polygonale d'un nombre infini de côtés, on 
écrira 

f dM=Ha — M, = M,Ms, 

en sorte que cette intégrale est toujours égale à la corde 
M, Ml, quel que soit l'arc de courbe joignant les cstré- 
milés. 

Toutes les règles du Calcul ditlerentiei et du Calcul 
intégral subsistent en leur entier pour le calcul des 
droites; mais il était nécessaire d'insister tout d'abord 
sur la signification bien nette que prennent ici les ex- 
pressions différentielle ou intégrale. 

Ëquipollence d'une courbe. 

149. Dans les équipoUences (i), (2), (3) ou dans toute 
autre qui dé terminer ait le pointM au moyen d'un système 
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c|iielconque de coordonnées, on doit concevoir que les 
coordonnées réelles :e,y, ou r, (o, sont liées entre elles 
par une équation, si M décrit une courbe déterminée. 

On peut encore, ce qui revient exactement au même, 
imaginer que les deux coordonnées sont exprimées sé- 
parément au moyen d'une relation avec un paramètre 
re'e/ (, variable depuis — co jusqu'à -|-c». Substituant 
ces valeurs en fonction de t aux deux coordonnées dans 
î'équipollencc qui détermine M, il vient 

(,) OM-!p(0 ou .i = -f(0. 

C'est l'équipollence de la courbe M. Et, réciproque- 
ment, il est visible que toute équipollence de cette forme 
représentera une courbe lorsqu'on fera varier t d'une 
manière continue, depuis — co jusqu'à +co. 

La fonction f est essentiellement géométrique, c'esl- 
à-dire qu'elle peut contenir deux ou plusieurs droites de 
directions différentes, et le signe i en particulier; mais 
elle reste soumise, sans aucune exception, aux règles du 
Calcul algébrique et du Calcul infinitésimal. 

C'est sous cette forme générale (i) que nous étudie- 
rons tout d'abord les principales propriétés des courbes. 
Un certain nombre d'exemples, l'examen d'une série de 
courbes particulières permettront ensuite de préciser et 
d'éclaircir, s'il était besoin, les généralités par lesquelles 
nous débutons. 

Remarque. — Une courbe (i) étant rapportée à une 
origine O, si l'on veut avoir son équipollence rapportée 
h une autre origine C, il suffira évidemment d'écrire 

CM = OM — 0C= ç{0-OC. 
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Tangent 9 et normale. 
ISO. Kopreiions l'équipollence d'une courbe [ilane 

Ainsi que nous l'avons remarcjTié au a" 148, le dé- 
placement infiniment petil MM' on du est dirigé sui- 
vant la tangente. Or, si nous prenons la dérivée de m, 
nous obtenons 

et il est clair que cette dérivée -j-. ou iSm a la même di- 
rection que dig. Si MV (^g- 5o) est éqixipollente à cette 




dérivée en grandeur et en direction, on aura donc 

(3) MV = ç'(0, 

qui nous donnera une droite suivant la direction de la 

tangente demandée, au point M. 

Si S est la longueur de la courbe, à partir d'une ori- 
gine fixe quelconque, il est évident que ds:=grd^. 
Donc, d'après ce qui précède, 

SrMV-g. 

c'est-à-dli'c que la longueur de la droite M\ est égale à 
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la dérivée rlc l'arc par rapport à la variable indépen- 
dante (. 

Il est évident que la normale en M est donnée par 
l'expression tMV ou i'j'{t). 

1S1. Soit à mener une tangente par un point exté- 
rieur A; il faudra qu'on ait, en appelant M le point de 
contact 



Écrivant l'cquipollence conjuguée, il vient par div 



cj(Oll cj(A — M) 

Telle esll'équipoUenceàrésoudre pour déterminer les 
points de contact. Elle est à une seule inconnue, puisque 
M et (Dm sont des fonctions de /. 

Pour les tangentes issues de l'origine, elle se rédui- 
rait à 

_œïr_ _ir_ 

cj (ôsi oj 11 

Si l'on propose de mener une tangente parallèle à une 
direction donnée OA^a, on verra de même que les 
points de contact sont donnés par l'équipollence 

(Bm _ _A_ 

cj tOjl ~ cj A 

Nous ne parlonspas desnormales par un pointdonné, 
ou parallèles à une direction donnée, ces lignes n'étant 
autre chose que des tangentes à la développée, dont nous 
parlerons tout à l'heure. 

152. Si S représente l'inclinaison de la tangente à 
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une courbe, en M, on a (loO) 

rfjL = :« (U. 

L'équipollcncc de la courbe peut donc s'écrire encore 

U est clair que cette équipollence, d'un usa^e avanta- 
geux pour certains problèmes, ne fixe que la /orme de 
la courbe, et non pas sa position, à moins que l'on ne 
donne la constante, qui est ici une quantité géométrique. 

Naturelle ment, ô doit être considéré comme fonction 
de s, ou, ce qui revient au même, 9 et s comme fonc- 
tions de t. Ces diverses quantités sont essentiellement 
réelles. 

Podaires, 

153. La courbe étant rapportée au pôle, pris pour 
origine, si nous abaissons de ce point la perpendiculaire 
OP {fig- 5i) sur la tangente, le lieu des points P sera 




lapodaire. Or supposons qu'on ait mis le quotient - 
sous la forme ordinaire m + iu.. On aura 
(5) M = mCOii-v ([ifflM. 

D'un autre côté, 

(1 --- VU -h OP. 
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Le triaiig-le OPM étant rectangle, ces deu\ éciuipol- 
lences sont identiques, et l'on a, pour OP ou p 

{&) p ^ i|j,(Bj]; 

telle est réquipoUence delà podairc demandée. 
Il est évident qu'en écrivant 

{7) Q - m COu, 

nous aurions le lieu des pieds des perpendicidalres 
abaissées de O sur les normales, c'est-à-dire la podaire 
de la développée. 

Pour tout autre pôle que l'origine, on aurait la podaire 
en utilisant la remarque finale du n" 1-49. 

154. Cherchons la direction de la tangente (Bp à la 
podaire. En prenant la dérivée de l'équipoUence (6), il 
vient 

S>p= i(©iJ.Œ)ii-i- liifi^ii) 



Or itOM=: -1 et, en prenant la dérivée de (5), on a 

(0^[ _ 1 — (D»t — t COiJ. 
©m" ~ m :- ill-' 

Substituant, on trouve, par de très faciles réductions, 

H représentant une quantité algéhrique, ou 

(8, "^ Il fi. 

Cette relation de parallélisme montre que, si nous 
appelons P) le point correspondant de la deuxième po- 
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daire, les deux triangles OMP, OPP, sont semblables. 
De même pour toutes les podaires successives. 

Il est visible aussi que la normale à la podairc passe 
par le milieu de OM. 

Nous laissons au lecteur, pour abréger, le soin d'étu- 
dier les anti-podaîres successives, et aussi les podaires et 
anli-podaires inclinées, c'est-à-dire celles pour lesquelles 
l'angle OPM, au lieu d'être droiL, a une valeur donnée 
quelconque . 

Développées. — Rayons de courbure. 



iSS. Nous définissons la développée d'une courbe 
comme l'enveloppe de ses normales. Soient M {fig- Sa) 




un point de la courbe, MR la normale, et R le point 
correspondant de la développée. Nous avons évidem- 
ment 

(9) MR^R -.M = iiiOJi, 

il étant une quantîic algébrique. 
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Comme (Bu doit avoir la direction de la normale, il 



®K= Ci3>[-.-i(0"(Dji-.- iiiGiH 
Divisant pai- ifflji et posant 



(10) 


T&j" ='■■-'''' 


il reste 






-i-^6iu^u(l--i\) = i'. 


d'où 






u.X=.,, u^-l 


Transportant dans la relation (9), 


(II) 


MR..^, 


etpar suite réqulpollence de la développée csi 


(l'i) 


u — >i -h -03)1- 


On a, 


en combinant la relation (10) avec ; 


guée, 




et de là, 


substituant dans (ii). 


(13) 


.,p 2(lBM)=C]ffiiU 


(BMCJtD^M-CJCÔMtÔ^j, 



Enfin, si l'on prend l'équipollence de la courbe soirs 
la forme (4) du n" 132, il en résulte évidemment 



'' 'dt dl' 



Donc). ^ -j: et la droite MR peut t 
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" dD 



La longueur de MR est donc -rg ; nous reconnaissons 
ici la définition ordinaire du rayon de courbure. 

La valeur (i i) de MR est susceptible d'une construc- 
tion facile. Soient en effet MV — (0m et MU = iS^m. 
Abaissons UL perpendiculaire sur MV, Alors 
LU = i>. ©M. 



Or 

Delà 
c'est-à-dire 



LU 

î (Dm = -— • 



-((eM)'=MR.LU, 



MVs- MR.UL, MK: 



MV2 



En complétant le rectangle ULVZ, puis abaissant du 
point V une perpendiculaire su r MZ jusqu'à la rencontre 
de la normale, on reconnaît qu'on obtient ainsi le pointR. 

Proposons-nous maintenant de chercher la déve- 
loppée de la développée, c'est-à-dire le centre de cour- 
hure R, de la courbe (R). La formule (i i) nous donnera 

RRi = ,- Oa, 
en posant 

Or 
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et de là, par un calcul très facile, on lire, en r; 
la relation (lo), 

puis 



Donc X, = À, et RR, = y ®i!, 
(Bii/ 



-?(' 



156, Si l'on suppose la courbe M rapporlce i 
coordonnées rectangulaires, ou aura 

Substjluani dans la formule (i3), nous avons 



, MR = 



a((S:c + ^(S7)'(Œla7-;%) 



j ^ {(S^^-hO;)Y*)i(S>y—iiV>^) 

Telle est l'expression du rayon de courbure en gran- 
deur et en direction. La longueur de ce rayon est évi- 
demment 



Il faut se rappeler qu'ici les coordonnées x ely sont 
fonctions de la variable indépendante (, 

157. Si l'on demande la développée imparfaite (S) 
d'angle a, c'est-à-dire l'enveloppe de toutes les droites 
MS (Jîg. 52) formant avec les tangentes MV l'angle 
constanta, la méthode indiquée (155) s'appliquera pour 
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ainsi dire identiquement. On aura en effet 

MS = S — M= Bî^ffijJ, 

(fls = (Bm -;- 'Dm (Djh=' -H « (Ô=ji E'' = c 03m £". 
Delà 

et par conséquent 

«= ^-. 

Substituant dans la valeur de MS, 

S est donc la projection du centre de courbure sui* la 
direction MS. 

Courbes parallèles. 

1S8. Soit proposé de trouver une courlic parallèle 
à une courbe donnée, c'est-à-dire qui ait avec celle-ci 
toutes ses normales communes. 

L'équipollenee de la courbe donnée (M) étant sup- 
posée écrite sous la forme (4) du n" loo, nous aurons 



Or soient MP la normale commime, et t* le point cor- 
respondant de la courbe cherchée. Nous avons 

MP= ipt^, 

p étant la longueur de MP; puis 

Qp -^ (Bm -<- i (B/î s^ — /< ï^ iS9 

ffip devant être parallèle à (Dm ou à s", il s'ensuit qu'on 
a <S>p^ o, c'est-à-dire que MP a une longueur constante. 
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159. Supposons, plus généralement, qiie la droite 

MP {fig. 53) forme avec la tangente en M un angle 

constant a, el cherchons le lieu du point P, de telle 

sorte que les tangentes en M et en P soient parallèles. 

Nous aurons 

(Dp = Cûm- (S/^eK+0-f- y>OQêH+(i. 

Exprimaal que cette droite a pour direction celle de 
iOm, c'est-à-dire de e^, on obtient 

CD/îsina + ;?cosa(DO-o, 
et de là, par intégration, 



I nous posr 
Donc 



(11)) 



Tontes ces droites MP, qui coupent les deux courbe; 
mus un même angle constant donné, sont équipollenteï 




(08) aux rayons vecteurs d'une spirale logi 
eourbe surréliide sommaire de laquelle n( 
drons bientôt. 
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160. Noiis définissons la développante d'une courbe 
donnée comme la trajectoire orthogonale de ses tan- 
gentes. Si donc M est un point de la courbe donnée, 
N le point correspondant de la développante considérée. 
CDm devra Être perpendiculaire à (Dm. Mais nous avons 

N - H = y (Dm, 
(Qs- = (Dm + (Eç ©Si H- q (SS'-a. 
Il faut donc, en posant, comme précédemmenl. 

œni _, . -, 
(Ëiiî - "^ ' ' 
qu'on ail. 

i-i-t£)q -h rjl = o. 

Pour intégrer cette équation dilTcrcntielle, écrivon.s 
tout d'abord 

ii^Jldt, d'où dti. idt. 



e'^=y, d'où .^«=^. 
L'cfjuation deviendra 

y dl -^y dq -I- q dy — o 
ou 

ydt-^d{qy) = o. 
De là 

qy = — S7dt, 
(20) q = ^y-ifydt=-e-f"i'fe!"", 

et l'équipollence de la développante est 

(ai) N = M-\-q(iiii, 

161. SI l'équipollence de la coiirjjc est doi 
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la forme (4) du n" lo^, le calcul devient beaucoup plus 
simple. On a, en effet, 

doit Être parallèle à U". Donc 



i62. Applif|nons ce qui précède à la dés'eloppanli! 
In cercle de rayon égal à l'unlLé 



Ici, Q ^ ( + ^, s^ (, ce qui doniic 

en annulant la constante c. Telle est l'équipoUence de 
la développante. Elle peut s'écrire évidemment 

tt=Stdu', 
et cela permet d'avoir très aisément la seconde déve- 
loppante (N,); pour cela, nous poserons 



et la formule (23) nous donnero 
(2:1) NN, = (<;-']).', 

Les rayons de courbure des trois courbes (IN^i)i {^"f' 
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(M) sont donc rcspcclivemcnt 



Droites diamétrales. 

163, Nous a^'pc\ons droite cliainélraleM'W {fig- 54) 
d'une courbe, en un point M, la limite des droites joi- 




f^nant ce point au milieu d'une corde voisine, parallèle 
à la tangente en M, lorsque cette tangente se rapproche 
indéfiniment, 

L'équipollence de la courbe étant OM ^ a(;), soient 
M,,M2 deux points infiniment voisins de M de part el 
d'antre. Nous aurons 

OMi = (f (( — A), OMî = ip { ( ^ A), 
k et h étant deux infiniment petits positifs; c'est- 
à-dire, en développant suivant la série de Taylor, 

si2 = M + A ©su ^ (B^ u H — T (SHu- , . . , 

Ml =M — /tOH-^-— ffl!.M (B'Ji^.-.. 

De là, en appelant Q le milieu de M, M., 

ht — Ic'i h-i A- h'i 

1 r h!' A- k^ h" — k^ T 

MQ = -(/!- ^) (jOm -!- " - ^- -- (B'M 4- ^©'ii-f-.., . 
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Il faut que M, Mj soîl parallèle à (Dm ; donc, enlevant 
le terme {h~\-k)'SiM. et supprimant dans ce ({ui reste 
les termes d'ordre supérieur au troisième, ce qui est 
évidemment licite, il nous vient, en divisant par — -;r : 

3(/t-A)(Gi2.M--(A5 — M^/t')iB>ji 11 (iSM. 

Pour que celte relation de parallélisme soit satisfaite, 
les deux termes doivent être de même ordre. Il faut 
donc que /; — k soit du second ordre, ce que nous ex- 
primerons en écrivant h ^ li ^^ uh^ ; et alors, divisant 



(a6) 3uft>2H-H'J35ii = .-©M. 

La valeur de la quantité finie u étant déterminée par 
cette équipollencc, la droite MW de même direction 
que MQ sera 

(27) MW = M©M-H(B=(i. 

Telle est la direction de la droite diamétrale cher- 
chée. 

Si l'on suppose, comme plus haut, que -=-— soit mis 
sous la forme ^4- A, on peut calculer la valeur de u. 
On a en effet tout d'abord 



(QHf 



--Ql^i6A-i-{l^ily, 



et l'équipoUence {a6) devient 

2u{i+ il) -■:- m -^ iQi: ~ (I ■■- ii^y = V, 

ce qui donne 
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En subsliluarjt dans la formule (a^), on trouve 

OU, en ra|iprochaDt de la formule qui donne RRi (loa), 

(.8, HW.X.(M,>-'fi). 

Si donc nous prolongeons le rayon de courbure R|R 
de la développée en RO du tiers de sa longueur, nous 

MW et MO ont donc même direction. 

Lorsqu'on connaît !a droite diamétrale, comme potir 
les coniques, il résulte de là une construction très 
simple du rayon do courbure de la développée. 

164. L'application aux coordonnées rectilignes 
(obliques ou reclangulaîres) est des plus simples. En 
effet, si A, B sont deux droites égales à l'unité, suivant 
les axes, et x, y les coordonnées de M, nous aurons, 
X étant la variable indépendante, 

ji = xk -)- jD, tD.M = \ ^ys®y. 

L'application de la formule (26) donne alors 

. = o „ = _ I ^ 

3 (fi»/' 

et la valeur (27) de MW est 

3UJV V -^ 3^tô=j ;"■ 

Le coefficioot ang-ulaire de la droite diamétrale esi 
donc 

3_(^. 
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Oacalation des courbes. 



■16o, Soient deux courbes (M), (N) exprimées par 
les éqnipollences 

M = 9(0, N -*(«), 

eL supposons que u soit une fonction indéterminée de i, 
/((), telle que, pour une \aleup particulière de /, on ait 
M=s. Écrivant <E> [/(()] = F (i), nous désignerons 
par iDk, (R*w, ... les dérivées de n prises par rapport 
à t. 

Attribuons i ; un accroissement infioîmenl petit h. 
II en résultera pour m et w des accroissements MM' 
31 NN'. Si nous déterminons ia fonction u=f(t) de 
telle sorte que la droite M'N' soit la plus petite pos- 
sible, elle prendra la Ibrme /t"+'p, la droite v clant 

On dira alors que les deux courbes ont en M un con- 
tact de l'ordre n. S'il n'y a pas de singularité en M, 
l'ordre du contact sera entier. Toutes les lois que n 
est supérieur à l'unité, on dit que les deux courbes 
sont osculatrices. 

Les accroissements MM', MN', d'après la formule de 
Taylor, peuvent se développer ainsi 

MN' = AiSs + — ®'N-i'..., 
d'où 

M'JN'= /ï((Dy-Œlu)-v— (iB^N— (ô'm)-^.... 

Il faudra donc, pour avoir l'ordre de contact, satis- 
faire au plus grand nombre possible des équipollences 
H = X, (0)1 = COiv, IB^ SI = (D^ N, 
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Chcrcljons, d'après cela, le cercle osciilalciir en un 
point M d'une courbe donnée. R étant le centre de ci! 
cercle, nous pouvons écrire son équipollenee 

et les points M, IN coïncidcHt pour ;; =; o. 
On a 

ffî^K = RM;"(((D2k— (01(2), 

lil pour que le contact soit du second ordre, il faodiii, 



On ne peut évidemment aller plus loin. 
Par division, il vient 

Donc (Su = À, et 

Donc le point R est le même que nous avons déjà 
trouvé au n" 15S, en sorte que le cercle osculatenr ;i 
pour centre et pour rayon le centre et le rayon de cour- 

Nous trouverons plus loin quelques nouvelles appli- 
cations de la théorie de l'osculation des courbes. 



166. Soit un système de courbes cxpiimécs |ia 
l'équipollencc 



(3o) 
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■c étant lin paramètre réel, conslant pour chaque courbu, 
mais variaot quand on passe d'une courbe à une autre. 

Pour obtenir l'enveloppe de toutes ces courbes, nous 
remarquerons que tout point X de cette enveloppe, 
étant situé sur l'une des courbes (3o), satisfera à cette 
équipollence {3o) pourvu qu'on donne à ( elT des va- 
leurs particulières convenables. En d'autres termes, 
l'équipollence (3o) représente l'enveloppe cbercbée, à 
condition qu'on y considère les paramètres t et -r comme 
liés entre eux par une certaine relation. 

La tangente à l'enveloppe est donc donnée par l'cx- 
pression 

_ ^œ ^ ^ _ -r 
dt dz di 



f 3 =»« + '»'";; 



tandis que la tangente à la courbe individuelle considé- 
rée est simplement 

»•« = §• 

puisqu'on y regarde x comme constant. 

Mais ces deux tangentes devant avoir même direction, 
il faut qu'on ait 









(D..+a.,j;- 


Ilffiiji, 


c'est- 


-à-ilire 








(31) 






©tM 11 (Di 


M. 


A, 


iLremei 


itdit 


-^l-;-- 


s sous la forme 


l'équation 








(3a) 






■f = 




nous 


donnera la 


relation cberchée entre t et -z. 


Si 


dansl 


■équipollence (3o) 


on regarde l co 



paramètre variable de courbe à courbe, et t comme va 
riable de point à point sur la même courbe, cette équ 
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poUence représentera un second sjstôme de courbes 
tout à fait différent du premier. Si l'on clierclie leur en- 
veloppe, on retombera encore sur les relations (3i) et 
(32), Donc les deux systèmes de courbes représentées 
par l'équipollence (3o) ont même enveloppe. 

Trajectoires orthogonales ou obliques. 
167. Reprenons l'cquipollence 

(30) M = ç(i, t), 

où ■; est le paramètre variable de courbe à courbe, el 
proposons-nous de trouver une courbe qui coupe toutes 
celles-ià sous un angle a qui peut être constant ou bien 
fonction de ~, c'est-à-dire variable d'une courbe à une 
autre. 

Nous verrions, comme au numéro précédent, que 
l'équipollence {3o) représentera la trajectoire cbercbée, 
pourvu que ï et t soient liés par une relation conve- 
nable. C'est cette relation qu'il s'agit de trouver. 

La tangente à la trajectoire sera 

et la condition du problème est 

Gin . _^ 

(5', M " '' 

c'est-à-dire 

écrivant comme ci-dessus ^^ r:^ c + i'-', celte l'cla- 
lion devient 
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Telle est l'équation dlfféicnùello qui nous donncrn 
la relation cherchée. 

Si l'on f'ail a= o, on a le problème des enveloppes, 
étudié au numéro précédent, c'est-à-dire que la relation 
(33) se réduit à y -- o, comme on l'a vu. 

Si l'on fait a^= -j la trajectoire est orthogonale el 
la relation (33) se réduit à 



Spirale logarithmique. 

168. Nous passons maintenant à l'étude particulién: 
de quelques courbes, el nous débutons par la spirale 
logarithmiqiLe, à cause de la simplicité avec laquelle 
elle se présente, et de l'importance qu'elle a dans cette 
méthode. Nous en avons déjà dit quelques mois au n" 5^. 

En prenant pour origine le pôle, et pour origine des 
inclinaisons le rayon vecteur égal à l'unité, i'équîpol- 
lence de la courbe est 

La tangente en M (Jîg- 55) est donnée parla dérivée 

et la normale est 

[(Sm ^{ai - L)M. 
On Q 
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La poàaire (IS3) esldonc représentée par 
la podajre de la développée par 

-;=r— a pour expression a 4- j; par conséquent (153) le 

rajon de courbure esl, 

(5) MB = i®H = Cai-i)a, 

el l'on a, pour l'cqiiipoUence de la développée, 

169- On reconnaît sans peine que les courbes (a), 
(3), (4), (6) sont aussi des spirales logarithmiques, et 




nous allons voir qu'elles sont toutes superposables avce 
la spirale donnée (i) par une simple rotation autour du 
pôle. En effet, toutes leurs équipoUences sont de la 
fornie 

Si nous faiso ns tourner tout d'une pièce cetle courbe 
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(M|) autour du pôle, d'un cerlaiii angle S, nous avons 
or ie poinL de la spirale (i) correspondant à i + |5 + 5 

Poin- que les deux courbes (M^) et (M') coïncident, 11 
suffit donc qu'on ait 

6 = eP+S ou B:i^l0gi~[J. 

Ainsi touies les spirales obtenues sont superposablcs 
à la première, 

170. Il est à peine utile de faire remarquer qu'en 
vertu de la relation (2) l'angle de Om avec m est con- 
stant et que, par suite, la spirale logarithmique est la 
trajectoire oblique, d'angle constant, de toutes les 
droites issues d'un même point; a étant l'angle con- 
stant, on 

a = Kota. 

171. La droite diamétrale en M (163) s'obtient bien 
aisément; car on a, en général, CÔM^(a+l)M, si 
bien que l'équipollence (26) du numéro précité devient 

d'où 

et, en substituant dans l'équipollence (27), 



172. La remarque faite au n" 169 montre qiiel'uqm 
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pollence la plus générale d'une spirale logaritlimiqvie 
quelconque ayant son pôle à l'origine peut s'écrire 



on, en posanl e*s''^ Mo, e"s''^ X, 
(8) ~ = K'. 

Celle forme peut être parfois d'un emploi utile, i;n 
raison de sa simplicité et de sa général] Lé. 

173. Nous terminerons cette étude somraaire de ta 
spirale logarithmique par la recherche du centre de gra- 
vité d'un arc homogène M» M) de la courbe. 

D'une manière générale, on a le centre de gravité G 
d'un arc de courbe en supposant chacun de ses points 
affecté d'un coefficient proportionnel à l'arc élémentaire 
ds et en prenant ie point moyen de ce svstème de 
points en nombre infini, ce qui donne évidemment 



(9) 



-:/'■ 



r l'équipollence (a) donne 




ds = i/a--^ie' 


"dl. 


, ^^^\e'".- 


-.-.), 




"'-.'di.. 


f\.d.J£^i.^ 




Donc nous obtenons 




„ ,.2«,„i._e^«<.,^, 


u 
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Si nous écrivons 

il vienl 

et les conslructions dus points U et G deviennent alors 
tout à fait élémentaires, au moven des équipollences 

(1 1) et {12). 

Parabole. 

m. ÉquipoUence. — L'équaiion de la parabole, 
rapportée à un diamètre OÂ et à la tangente correspon- 
dante OB, étant j'^=: ipx, on voit qnesonéqulpollence 
peut s'écrire 

A, et Di étant deux droites égales à l'unité, suivant OA 
et OB. Soit — -~ A, 11, = B ; l'équipollenee de la courbe 
deviendra, en remplaçant^)' par ;, 

il) ,l-(^A--;îi. 

A.U moyen de cette équipollence, en la discutant, on 
reconnaîtrait facilement la forme de la courbe. 

En transportant l'origine en un autre point C {_fig- 5(>) 
de la courbe, on peut amener les deux droites, coeffi- 
cients de (- et de t, à être rectangulaires. En effet, on 



cl, par soustraction, 

On peut toujours choisir la valeur de c de telle sorte 



y Google 



5o8 SEGOnnE PARTIE. — CUAPITKE Vil. 

que B + -ÀCK soit perpendiculaire à a. Dès lors, prenant 
C pour origine, remplaçant ( — c par i, et b + acApar 
B, l'équipollence prend la forme (i), les deux droites a, 
li étant rectangulaires. 

Il est clair enfin qu'en changeant t en at, on peut 
s'arranger pour que les longueurs de a et de it deviennent 
égales. Si l'on choisit cette longueur commune pour 
unité, l'équipollence devient 

(2) n=t^-hit. 

I.e calcul précédent donne de lui-même te sommet (j 
de la courbe. 

Sous cette dernière forme (2) on peut bien étudier 
les diverses propriétés de la courbe, mais on ne saurait 
comparer plusieurs paraboles diiférentes, puisque l'on 
suppose une ligne spéciale prise pour unité. 

Soient deux paraboles, ayant même diamètre et même 
tangente à l'exlrémilé (ou bien rapportées toutes deu\ 
au sommet): 



Si dans la seconde équipollcncc nous remplaçons / 
par a(, il viendra 

m'= t^a^x'^ /ao'. 

Posant a= —,: —,7 onaura — '- ^= — ^^,et l'équi- 
pollence de la seconde parabole sera 

M'--= A-{i=A-l-iB) =/fM. 

Donc les courbes considérées sont homothétiques, et 
par conséquent toutes les paraboles sont semblables. 

On remarquera qu'en laissant en évidence le para- 
mètre, l'équipollence de la parabole rapportée au 
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sommet peiil s'écrire 

(2') M = -ip(t^+it). 

17ë. Tangente et normale. Foyer. — En [jrenani 
(iSO) la dérivée de réqulpoUence (i), on a 

(3) (Dm = 2(a-+-b, 

ce qui donne la langcnle en M {fig. ô6). 

rig, ao. 




L'intersection S de celte tangente avec OA s'obtlendr; 
m écrivant m H- u (Bm -- v s. ou 

(^A hniH- «(2(i--n) --r. v\ ^ OS. 
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propriété bien conaue, si l'on remarque que (^a es 
l'abscisse du point M. 

Menons une droite ME qui forme avec la tangente c 
M un angle égal à celui que forme cette tangente ave 
OA, Nous aurons 



(5) OM— ~ =OF=M-C^.v-îii- 7^=-7;- 

Cette valeur étant indépendante de t, on voit que 
toutes les droites telles que ME passent par un point 
fise F; ce point est le foyer, dont on reconnaît ici la 
propriété caractéristique. 

Soit à présent une droite MG {Jig- 36) formant avec 
la tangente un angle égal à celui de b avec a; on aura 

Si actuellement OM est décompose en son abscisse OP 
et son ordonnée PM, on a 



Delà 

(6) PM - — = PN = - -?1 = a OF. 

Lorsque l'angle AOB est droit, on reconnaît dans 
l'équi pollen ce (6) la propriété de la sous-normale. 

Sil'on adopte, pour représenter la courbe, la forme 
simplifiée (a), la tangente est alors donnée par 

(BjI ■-■^ ■>.t-\r i, 

la normale par 

(■(Dm = i(( — 1, 
et le fojer par 
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176. Podaires. — Rapportons la courbe au 
comme origine. D'après i'é qui polie ne e (5) on aur 



foyer 



Delà, divisant par {?>), 

FM _ ■»r\-m _t_ .\K 

Par suite (133), [a sera constant et la podairc 
primera par 

C'est évidemment une droite, dans laquelle il e.' 
de reconnaître la tangente au sommet. 




Cherchons maintenant la podaire par rapport i 
sommet, et reprenons pour cela l'équipoUence (a') 

(3') a-^^pit^-^it). 

Formant ^ ^= m -\- iu, on trouve tout de su 
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i'- = ■ et, par suite, 

Pi— (> COm = ■ip ni^p^ '^ '' - ') 
est l'équî pollen ce de la podalre. 

En changeant i en - on lui donne la forme plus s'impir 

(8) „.|^_(,.-„ 

et, en posant — t ^ langT, on oLticnl encore 

équipolSence facile pour la discussion de lu courbe en 
coordonnées polaires. 

177. Développée ; rayon de courbure. — Prenoiis 
toujours l'équipollence de la courhe sous la (orme (2')- 
Âlors IB^m = 4Pi el, en formant^ :=:/+;)., on 
trouve 

Donc (165) le rayon de courbure MR est 

(9) MR=j,(4i^-i-i)(i-2iV), 
et Téquipollcnce de la développée devient 

(10) R=ji-)-MR=/.(6iS-i-i — 8i('). 

En prolongeant RM en MD de la moitié de sa Ioli- 
guenr, on a 

Le point D appartient donc évidemment à une droite, 
qui n'est autre que la directrice; de là une construction 
des plus simples du rayon de courbure. 
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478. Parabole osculatrice à une courbe donnée. 
— Soit M = ç(î) l'éqiiipoUence d'une courbe donnée, 
et (Sm = MV sa tangente en un certain point M. Cher- 
chons à construire une parabole qui ait en M, avec la 
courbe, un contact d'ordre aussi élevé que possible. 
L'équipoUence de celte parabole sera (ITi), en appelant 
MU son diamètre en M, et N un point quelconque de 
la courbe, 

(II) MN:^ iîMU + aMV. 

Pour s = o, les points N, M coïncident. 11 faut donc 
(165) rendre égales, pour cette valeur 3 = 0, !e plus 
grand nombre possible des dérivées (Dm, (B-k, . . . avec 
les dérivées correspondantes <Bm, (B^m, .... 

Or l'équation (11) nous donne, par dérivations suc- 
cessives, 

(ON =a3lB^MU-i-tBaMV, 

tO% = a({Djiï-(-3Œl2a)MU + (B"^MV, 

CB'N = 3(3 (D^©23 -1- 3 C0'3)MU + CB>a MV. 

Faisant s = o et remarquant que la première condi- 
tion, (ôm =:= (On, entraîne (Dz ^ i, MV=(Sm, on voit 
(]ue les deux conditions suivantes seront exprimées par 
les équipollenoes 

(O^M =^ 6(D=aiVIU -h iB'sCBii. 
lie là, 

ce qui suffît à déterminer le coefficient 3(0-3; puis 

2 MU =— (Oîa(BM-t-ffini. 

Si l'on pose (0^^ =^ — « et si l'on rapproche ce qui 
précède du n° 163. on reconnaît que MU n'est autre 
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quela droite diamétrale correspondanL au poinlM, c'esl- 
à-dire que les droites MU, MW coïncident. 

Il est visible d'ailleurs qu'on ne peut pas pousser 
plus loin l'osculation, la parabole étant dès lors déter- 
minée. Le contact est donc du troisième ordre, d'une 
manière générale. 

Ellipse . 

179. Équipolleiice; diamètres conjugués. — L'é- 
quation de l'ellipse rapportée à ses axes étant 



et alors, en prenant le centre pour origine et le grand 
axe pour origine des inclinaisons, l'équipollence de \;\ 
courbe prend la forme 
(1) M = «cos( + itmi;. 

Si nous donnons à t deux valeurs a, œ -H 71 nous au- 
rons deux points particuliers A, B de la courbe {fig- 58 ) 
et 

De là, 

A cosi + B sinî = «cos(( + ï) -^ iïsin(! --;■ a), 
et, comme le second membre n'est autre que le second 
membre de (i), où t est remplacé par ï 4- et, il s'ensuit 
que l'équipollence peut encore s'écrire 

(3) «I^ ACOSÎ + RSilli, 

On reconnaît dans les droites a, b deux demi-diamètres 
conjugués delà courbe. 
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Des relalions (3) on déduit 

ACJA+BCJB=a=-l-Ô', 

ACJB-BCJA - -■liab, 
;e qui dômonlrc iiiimédialemcnt les 




d'Apollonius, les seconds membres étant constants 



180, Foyer. — Lcscqiiipollcnces(Li) donnent encon 
la relation presque évidente 



(4) 



- h'-' --- 



On détermine done ainsi deux points F, F, , symétri- 
ques par rapport au centre, situés sur le grand axe. Ce 
sont les foyers de la courbe. 

La relation (4) peut s'écrire 



(5) Aï = (F- 



E)(F-B)=(B-F,)(F-B)=-BFilîF. 



On en déduit que le produit de deux rayons vecteurs 
aboutissant à un point B est égal au carré du demi-dia- 
mètre conjugué à OB , el que ces rayons vecteurs for- 
ment des angles égaux avec ce demi-diamètre conjugué. 

Connaissant deux demi-diamètres conjugués A, b, on 
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peiiL ohlenir les fojcrs en écrivant 



-(-■ ?)■ 



car, si nous prenons le Lriangic BOE direcLeraent sem- 
blable à AOB, il vient OE = - ; et tout est ramené à 
une conslruction de moyenne proportionnelle. 
Plus aisément encore peut-être, écrivons 

En abaissant de A. une perpendiculaire sur OB, ei 
portant AK, AK-i de longueurs égales à OB, sur cette 
perpendiculaire, on a 

V^ — KK|, 

et tout est ramené encore à la cûnsLructioii d'une 
moyenne proportionnelle. 

Sur la droite OK, portons OL =:l ^ OKcos;. Alors 
on aura 



LM =— (n(cos(-i-(sin(). 

Donc la grandeur de cette droite LM est égale à celle 
du demi-diamètre b. 

Prolongeons maintenant cette droite LM jusqu'à sa 
rencontre en I avec la direction OB. Nous aurons 

OL-^oLM^ wOB 
et 

mLM = JJ, 
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ce qui donne iminédioLement 



Par suite LI ~ r,\M, en sorte que la droite LT a une 
longueur constante. Donc l'ellipse est décrite par le 
|ioint IM de la droite IL de longueur constaute, qui se 
meut en s'appuyant sur les droites fixes Olî, OK. 

181. Tangente; podaire. — Si nous reprenons 
réquipollence 

(3) »i= ïcosï^.Rsinf, 

elle nous donne, par dérivation, 

(0) (DM = - ASill(+BCOS(. 

Rapprochant ces expressions (3) et (6) des valeurs 
( a), il s'ensuit que m el (Bm représentent dens deini-dia- 
mèlres conjugués. 

Soit 0Q^= ACOsiTabscisse de M; cherchons le point 
S où la tangente en M rencontre la direction OA. Nous 



Menons une droite MN qui forme ; 
l'angle constant A013, 
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N = M H- MN 



-(-?)"' 



Conslruisant (480) £= - 1 cl appelanl \, le poinl 
diamétralement oppose à A 

0^' = AiEcosi, 
On a aussi 

par conséquent les deux triangles Ai OE, OPN sont lio- 
mothétiqaes. 

Si OA, OB sont les demi-axes, MN est la normale, et 
elie coupe l'abscisse OQ dans un rapport constant. 

L'équipollence (5) du numéro précédent démontre, 
d'après la valeur de (J3m, que la normale est bissectrice 
de l'angle des rayons vecteurs. 

Si, au moyen des valeurs (3)et (6), on calcule (133) 

le rapport — =nt + ([>., on trouve 

__ _ ab 

'^ ~ ((' sin' t ~h b^ cos* t 

Par conséquent, la podaire par rapport an centre a pou r 
équipoUence 

. ^ ab(bco»t^iasint) 



(7) 



182. Hayon de courbure; développée. — La con- 
slruction du rayon de courbure de l'ellipse s'effectuera, 
ainsi qu'on l'a vu au n° 1S5, de la manière la plus 
facile. Quant à l'équipoUence de la développée, nous 
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robtiendrons en remarquant touL d'abord qu'on a 
(D^l ^- — acost — ibûnt^-M. 
Donc 






COSL 



'aleur \ (163) est égale à 



J.(1S1)C 



«5 si 



On trouve alors pour l'équipûllence cliercliéti 

(8) . = . + |(B„ = ïi^(6™.,-^i<„i„.,); 

ou remarquera que OP. MR = ®m^. 

183. Enveloppe des droites joignant les pieds des 
coordonnées. — L'ellipse étant rapportée à deux dia- 
mètres conjugués OA, OB, soient MP, MQ(ftg. 5<))^çs 




dciix coordonnées d'un point de la courbe, et propo 
sons-nous de trouver l'enveloppe des droites PQ. ]\ou( 
aurons 

OP = Acosr, OQ = Esin/, 
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el un point quelconc^ue de PQ s'exprimeia par 

OX = T.OP-t-(i-i:)OQ, 
Delà 

Cette équipoîlence représente le système des droites 
l'Q, si l'on regarde i comme variant de point à point, 
et ( de ligne à ligne. Dans le cas inverse, l'équipol- 
lence représente évidemment un système d'ellipses. On 
sait que les deux enveloppes sont les mêmes et qu'on 
les obtient (166) par la condition (Bjx || iStX. Or 

(0(S - " XX siat-t- (1 — ■c)B cost, 

QtX = ACOSÏ— Bslii;. 

La condition est donc 

xsnit cosC 

L'enveloppe cliercltée a alors pour équipolleiice 

{[]) X = A cos'(-l- u sin't. 

Il est facile d'en discuter la forme, d'après cette rela- 
lion (9). 

184. Trajectoires obliques d'un système d'ellipses 
homo/ocales. ~ L'équipollence 
(r) ii= acast-v- ibsinl 

nous représente le système de toutes les ellipses lio- 
mofocales si a et 6 sont variables et liées par la relation 

f étant conslante. Nous pouvons donc poser 
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et l'équipoUcnce (i) devient alors 



(lo) 




3j=/(ChTcos(4-iSliTsin(V 


De là 














ffiiii '■ 


En 


noii 


s re|îorla!it aux notations du n" 167, non; 


voyor 


LS dû 


iQC qu'on a c =^ o, ^ =^ — ' , et l'équalion d< 


condl 


tlon 


(33) devient 



d'oh 



nous supposons constant l'angle a. 

Substitnant dans l'équipoUence (lo) et posant 

il vient 

pourréquipoUence de la trajectoire demandée. 

Hyperbole- 

185. Equipollence; diamètres conjugués; foyers. 
— Les analogies avec les propriétés de l'ellipse noui^ 
permettront d'abréger beaucoup, en nous reportant aux 
a"' 179 et suivants. 

L'équipoUcncc de la courbe peut évidemment s'ccriro 

(i) «1 ^aCh(-f-i&Sli(, 

en posant - ^^ Ch(, — =^ Sb/. 
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Les droitcri 

i 11 = aSha+^èChcc 



sont deux demi- diamètres conjugués. L'équipnllence 
de Ig courbe peut s'écrire encore 

(3) iit=^ .vGh(-i-iiSh(. 

Il esL à remarquer que les équipollences (i) et ( 3 ) ne 
donnent que la moitié de la courbe quand on fait varier 
(de — oo à -+- oo; c'est sans inconvénient. 

Sur les expressions (a) on vérifie immédiatement les 
théorèmes d'Apollonius. De plus 

(4) a2 — b2 = a^^fi-' = u^ 
et cela donne les deux foyers F, F, . 

De la relation (4) on tire 

(5) bs = AF,AF,,. 
résultat d'une interprétation évidente. 

Pour avoir les foyers, connaissant deux diamètres 
conj\igués, il n'y a, d'après la relation (4)i qu'à con- 
struire la moyenne proportion ueDe entre aH-b et 



186. Tangente; normale; podaire. — La dérivée 
de l'équipoUence (3) 
(6) (D.M" AShî-1-BChi 

donne la tangente en M; les droites m: et lÔm repré- 
sentent deux demi-diamètres conjugués. 

Si l'on cherche l'intersection S de la tangente avec la 
droite OA, on trouve 



0S.0Q = a2, 
Q étant le pied de l'ordonnée du point 
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La relation (5) nous montre que la langenle est bis- 
sectrice de i'angle des deux rayons vecteurs. 

Soit MN= ~ =BSh(+ ?^ Chï. Cette droite 
forme avec la tangente un angle égal à AOB. Con- 




struisons MjN' = —- MN; nous obtiendrons 

Or-I'-: EAChi, 

les triangles 0A15, OBE étant direetement semblables. 
On aurait aussi 

QN' = EOClif, 

si bien que les triangles OQN', AOE sont homollié- 
titjues. 

Quand OA, OB sont les demi-axes de la courbe, la 
droite MN n'est autre que la normale. 

L'équipollence de la podaire par rapport au centre se 
trouverait comme pour l'ellipse ; c'est. 



(7) 



" éCll(-!-i«Slli 
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187. Hayon de courbure; développée. — On y 
: ©'s ^ 

MR ^ 4 (Bai 



pour l' équ i polie ne e de la développée. 

Ici, on a OP.MR = — (Dm^, ee qui fournit une co 
struction des plus faeiles pour le rayon de courbure. 

188. Asymptotes. — Reprenons la relation (4); 
nous posons a-i-i!=^k, K — ^i^^k, nous pouvons V 



eL il est visible que les droites k, Ki, de directions con- 
stantes, sont les asymptotes de la courbe. En cherchant 
les limites de (Bm, pour t = ±<xi, on vérifie tout de 
suite que les asymptotes sont les limites des tangentes. 

Si l'on pose {fig- 6 1 ) 

L = K Sh ï, Li = Kl Sh t, l' = K Ch (, l; = K, Gh (, 

on voit que ML est une parallèle à un diamètre trans- 
verse terminée à une asymptote, LL, et L'ML'^ des pa- 
rallèles au diamètre conjugué limitées aux deux asym- 
ptotes. En appelant Q le milieu de ML, on a 

2Q.1.M =,v2, ML'.ML',= -u=, aQ.ML' = ML.M].'i^ ah, 
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résultats d'une vérification immédiate et c[ui donnent 
tintant de propriétés géométriques. 

L'équipoilence (3) de la courbe peut s'écrire aussi 

équipollence qui répond h l'équation de riijperbolc 
rapportée à ses asymptotes. 




Nous ne pousserons pas ici plus loin l'étude particu- 
lière de riiyperbole, et nous nous bornerons à faire 
remarquer que, dans le n° 184, l'équipoltence (lo) re- 
présente le système des hyperboles homofocales, lors- 
qu'on y regarde ( comme variable de courbe à courbe 
et T comme variable de point à point sur la même 
courbe. 

Il est intéressant de remarquer que cette équipol- 
lence (lo) peut encore s'écrire 



M-/Gh(T 



Sous celte forme C 



ie, l'équipoilence représente u 
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ellipse, lorsque t est constant et ( variable; une hyper- 
bole, lorsque t est variable et t cODstant; un système 
soit d'eilipses, soil d'hyperboles homofocales, lorsque 
T et ( varient simultanément, ainsi que nous l'avons dit 
plus haut. 

Oscillation d'une coniqiiâ avec une courbe. 

189. Soit (^^.62) une courbe donnée, M l'un de 
ses points, MV la direction de sa tangente en M ; Téqui- 




pollence d'une ellipse de centre O tangente à la courbe 
en M sera, si nous appelons N un quelconque de ses 
points, 

MN = ([ — cosi) MO -!- sinîMV. 

L'équipollence d'une hyperbole de centre O' sera, 
en écrivant 0'M = MO, 

MN-(Gh( -i)MOm Sh(MV. 

Proposons-nous de donner à cette conique, ellipse 
ou hyperbole, un contact du quatrième ordre avec la 
courbe. Pour cela, calculons tes dérivées successives, 
dans l'hypothèse de l'ellipse, en considérant t non pas 
comme variable indépendante, mais comme une cer- 
taine fonction de lavariable indépendante figurant dans 
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l'équipollence de la courbe, Nous aurons 
CBn =(siiimO-+-cos(MV)(B(, 
œ'N = (cosïMO — siiiiMV)0(ï, 

-i-(siniMO -HCOs(MV)(D»i, 
(S3N = (-sintM0 — cosiMV){Bi> 

H- 3(cosiMO ^ sintMV)(Ëit(a^t 

+ (sintMO + cosiMV) J3!(, 
tBiN = (— cosiMO + siniMV)(D(* 

-h&i-fymtMO - costMY) m^Oà^t 

-i-3(cosïM0 -siiiiMV)(Bî(> 

-i-4(cosïMO — sinîMV) (ÏWlS^i 

+ (siniMO -H co5iMV)(BH. 

Pour l'hyperbole, il faudrait évidemment remplacer 
«in et cos par Sli et Ch et substituer des signes 4- à 
tous les signes — . 

Si maintenant, faisant f^o, nous exprimons {i65) 
^ne les dérivées ©m, (B^m, . . . sont identiques aux ex- 
pressions que nous venons de trouver, nous e 
pour les conditions du problème, en réunissant !e 
■des deux coniques, 

©=M = 3CEi(ffl*(M0 -^ (CE)î( =F Qt^) MV, 

©» a - (=F O** + 3 ffiî(! -H 4ffi( (t)3 1 ) MO 

+ ( zj:: 6 (Bi* ®î f -H 03' ( ) M V. 

Posons maintenant 

«l les équipoUences ci-dessus deviendront 
(i) iS>M = pM.Y, 

(3) (DHn-3g'(»2M = )-(ÔM, 
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S reprcsenLaiit une quantité algébrique qui est égale à 
— 9/' ?+ io^^-l-4''îH -Le signe supérieur re- 
pond au cas de l'ellipse et le signe inférieur à l'hyper- 
bole. 

Si l'on rapproche les relations (2) et (3) des équipo!- 
lences (27) et (26) du n" 163, nous voyons tout d'abord 
que MO n'est autre que la droite diamétrale MW.' 

L'é qui pollen ce (3) donnera les valeurs de q et de /■; 
l'équipoUenee (4) permettra d'en déduire la valeur de 
± 3/>*; si cette valeur est positive, on pourra dire que 
la courbe est à courbure elliptique; et à courbure hy- 
perbolique si la valeur est négative; si elle était nulle, 
on aurait, au point considéré, une courbure parabo- 
lique. 

190. Supposons, comme nous l'avons déjà fait (164), 
que la courbe donnée soit rapportée à des coordonnées 
rectilignes, et que x soit la variable indépendante. 

Alors, d'après ce que nous avons vu, les relations (3) 
et (4) se réduiront à 

ffi'j— ([5<72_b3/>2)(057 =0, 
cl, par suite, il viendra 

Le signe du second membre indiquera donc de quelle 
espèce est la courbure. 

191. Appliquons ceci à la développante de cercle (102) 
dont l'équlpollencc est 
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On a 

(Bm = îe', (SHi = (i+iO''. 

(B^H = (2( — ï)s', (©'M = — (3 + (■() z'. 

La relation (3) se réduit à 
ce qui donne 



L'équipollcnce (4) donne alors 



-. L 



;±3/." (i-i-i<)=i. 



et, en aiiniijant le coefficient de t, 

(6) +if.3-'.-^,- 

Cette valeur étant essentiellement positive, la déve- 
loppante de cercle a une coiirbure elliptique en chacun 
de ses points. Les relations (i) et (a) serviront à déter- 
miner les deux diamètres conjugués MV, MO de l'el- 
lipse oseulatrice. 

La spirale logarithmique (168) ayant pour équipol- 
lence 

la relation (3) donne 
d'où 

La relation (4) se réduit alors à 

(a^ rr^ - {—■ -/,a^-i± 3p^^ (_a + = s, 
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et, en annulant ie coefficient de i. on tr 



La spirale logarithmique est donc aussi à courbure 
elliptique en chactm de ses poinls, 

CycloïÛe. 

192. ÉquipoUence; tangente; normale. — Si nous 
définissons la cycloïde par sa génération géométrique, 
il est bien aisé de voir qu'en prenant pour origine des 
inclinaisons la droite décrite par le centre de la circon- 
férence et pour unité de longueur le rayon, nous au- 
rons pour l'équipollence de la courbe 

La dérivée qui nous donne la tangente est 

(a) (Bm = h-e'. 

La normale sera donc {Jig. 63) 

(3) MN = t{OM = tH-fs'. 

Ajoutant (i) et (3), 

ce qui montre que la normale passe par le point de con- 
tact du cercle générateur avec la base. La tangente 
passe donc par l'estrémlté opposée du diamètre. 

193. Rayon de courbure; développée ; courbes pa- 
rallèles. — La dérivée seconde est 
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THÉORIE LES COURBES. 



Ainsi (lo5) ^^={, et le rayon de courbure 

(6) MRr^ ^(DM^2iCDH = îMN 

s'oblient en prolongeant la normale MN d'une longueur 
égale à elle-inême. 

La développée a pour équipollcucc 

(-) R = M-=-2j(i3M = îi-- (-i- iï'; 

c'est évidemment \inc cycioïde égale à la première. 

Fis. C'S- 




La développée imparfaite (137) sera déterminée j 
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d'où 

(8) s = a£«sin!!-i-( + £'(sinaa— (cosaa). 

On voit encore que c'est une cjcloïde ordinaire, le 
coefficient de e^ ayant une grandeur égale à l'unité. 
L'inclinaison de la tangente est -, car (Om peut n'é- 

Par suite, l'équipollence des courbes parallèles {1S8) 
à la cycloïde est 



194, Trajectoires orthogonales d'un système de 
cycloïdes. — Supposons qu'une cycloïde se déplace 
parallèlement à sa base. Le système de toutes les c_v- 
cloïdes ainsi obtenues sera représenté par 

Pour avoir (167) la trajectoire orthogonale de toutes 
ces courbes, nous écrirons 

sm ";(■"""« 5)- 

Donc, dans l'équipollence (34) du numéro précité, 
c = ,;, ce qui donne t; ^^ — '^i t^k — 5 î, et la tra- 
jectoire cherchée aura pour équipoUence 
(li) M = k — t — U'. 

C'est encore une cycloïde égale à la première. 

195. Conique osculatrice. — Les dérivées succès- 
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sivcs jusqu'à la quatrième sont 
(0M^j + £', (S)*si = ie', (ii^ii=---J, (0''M 
L'équipoUence (3) du n" 189 donnera doue 

et l'on en déduit aisément 

L'équipollenee (/[) devient alors 



et, en multipliant par ('e "', 

' "^ I *^"S:' l ~: —7 - ip' = à (I -'■ ^-') 

= (S(l-!-COSi-/siLl?(. 

Dclfi on tire s = o,cl 

La courbure de la cjcloïde est donc elliptique en 
tous ses points. 

Les deux diamètres conjugués déterminant l'ellipse 
osculatrtce seront donnés (189) par 

M0 = -^ r;s(_;.o(i + £i)] MV= - (i-H^O, 

en remplaçant p et (7, bien entendu, par leurs valeurs 
précédentes (12). 
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196. Rectification et quadrature. — De l'cxprt 



ds — grchi ■-- a cos - dt. 
Iniégrarii depuis t z^o, 
(14) . = 4sm^ 

Telle est l'expression connue d'un arc de cycloïde. 

L'aire tr du secteur ayant l'origine po\ir sommet s 
trouvera au moyen de sa différentielle, fjui est évi(3cm 
ment l'aire élémenlair 

^a = -- (m cj du — dm tj m) 

ou, en remplaçant m et dm par leurs valeurs (i) et (2^ 

(i5) rf^_i(, + cos(^ (sini)- 

De là, par intégration, 

3 = |(î-H2siai— tcost), 
(l6) -i = siii;-i isin^y. 

en faisant t^ o pour ( = o. 
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EXERCICES SUR LE CIIATITIÎK VU, 

i. Une parabole se déplace pa rail Élément à elle-même, de 
manière que son sommei déerive la courbe dans sa position ini- 
tiale. Gliercher le lieu des pôles d'une droite fixe. 

L'équipollence àe la parabole, en prenant le paramètre pour unité 
de longueur, peut s'écrire : u = ('+ li. Le point G, où la tangente 
est parallèle à la droite fixe, est donné par H' + ai, si aa est la co- 
tangente de l'inclinaison de celte droite. La parabole étant venue 
dans une position quelconque, on n'aura qu'à voir ce qu'est devenu 
le point C, à mener une parallèle à l'axe jusqu'à la rencontre de la 
droite et à prendre le symétrique de l'intersection par rapport à C; 
c'est-à-dire qu'on aura 



On voit sans peine que le lieu est une parabole. 
Si le sommet, au lieu de décrire la parabole, décrivait une courbe 
/(() ■+■ if{t), l'équipollence du lieu serait 

s. ■3/(0-2B'p(0-'tH-i['?|0-i-«]- 

2. Lieu des foyers des paraboles passant par deux points 
fixes et dont l'axe a une direction donnée. 

Soient P, Q les deux points, O le milieu de PQ et OX le diamètre 
commun passant par O et que nous prenons pour origine des incli- 
naisons. Une parabole quelconque coupant OX en G, on a (174) 

CP = t'CA.'\-tCB, 
CA. et CB étant dirigées suivant OX et OP. Donc 

!'CA..CO, (CB:-OP 
et (175) 

Le lieu est évidemment une hyperbole, et l'on reconnaît sans peine 
qu'elle a pour foyers P, Q et pour l'une de ses asymptotes OX. 

3. On donne deux circonférences et un rayon fixe AA', BB' 
dans chacune d'elles. Ces rayons tournent d'angles égaux, soit 



y Google 



SECONBE I 
c jnème sens, soit 



BY. Trouve) 
corde XY. 



AX = AA'£«, BY ^lïlS'ï", 
OZ = i (AX -1- BY) ---= A [ AA'-h BB')z'>. 

Le lieu est une circonférence de centre 0. 
î° Rotations en sens contraires : 

AX = AA'£*, BY = BB'£-«, 
0Z = ^ (AX+ BY) 

= i [(AA' H- BB' ) cose H- 1 ( AA' — BU' ) sin ] . 
Le lieu est une ellipse ayant pour demi-dia métrés conjugués 
OP-i(AA'-HBB'), OQ -{(AA'-BB'). 
Si AA' = BB', il se réduit à une droite. 

4. Soient le cenire d'une ellipse; PM, PM' deus i 
gentes en M et M'; MN et M'N' les normales terminées 
grand axe : 

1° Les triangles OMP, OM'P sont équivalents; 

a" Les triangles NMP, N'M'P sont semblables. 

(DosTOB.) 



1' Si MT - CDm, M'T' = (Qit', ou a pour les aires 

OMP = ii.OMT, OM'P .-K.OM'Ï'. 

Or OMT, OM'T' sont équivalents (théorème d'Apolloniu 
-j' La vérification de l'équipollence 
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3. Une ellipse tourne autour de son centre. Trouver le li< 

lies points de contact des tangentes parallèles à une directii 

donnée- 
Prenant la direction donnée pour origine des inclinBiscins, on 

pour un point M de l'ellipse variable, 

et l'on exprime qne la tiingcntc 

,1 une iiidïuaison nulle, ce qui donne 

(ïsini ~ ti^iê*' 
Où trouve alors, par substitution, pour l'équlpollencc du lieu cli 
elle, 

^[(a'^6^)sin«cas«+i(''=-:;>=)J. 



/«'sin^- 

6. Une ellipse donnée de forme et de grandeur se déplace 
de telle sorte que ses deux foyers restent respectivement sur 
deus droites OA, OB. Trouver le lieu des points de contact 
des tangentes parallèles à OA. 

On prend OA pour origine des inclinaisons. C étant le centre de 
la courbe, 9 l'angle dont elle a tourné, un de ses points est donné 
par CM = {acos(-i- (6sin()£', et, pour que la tangente en M soit 
parallèle it OA, on trouve 



Or CF, = — CF = ce», et de plus OF -- 37, OF, ==rE?, en appelât 
l'angle AOB. De là, on tire 



( OM = OC-,-CM=^[sin(9-p) + sinO.£?] 
( '~7â'sin'e-,-ù=cos'flL'=*'"' 






équipollence du lieu demandé. 
L'équipollencG (ij donne le li 
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7. Ueu décrit par le centre d'une ellipse qui se déplace pa- 
rallèlement à elle-même en touchant constamment une ellipse 
fise égale à la première et dont les ases sont perpendiculaires 
à ceux de la première. 

Il est visible que, M étant le point de contact et M' celui où une 
droite perpendiculaire à la tangente commune touche l'ellipse lixe, 
on a, pour le centre X, 



t évident que la tangente en X est parallèle à ia tangente 



8. On considère deus points donnés P, Q comme les extré- 
mités de l'un des diamètres conjugués égaux d'une ellipse. 
Trouver le lieu des sommets et celui des foyers de cette 
courbe variable. Trouver le lieu des centres de courbure en P 
elQ. 

Le centre commun O des ellipses est le milieu de PQ. Preuons 
OP pour origine des inclinaisons et posons OP = p. Si OX, OY sont 
les deux demi-axes, on a 



,+,=,/., 


; = ='' 




£jS^,ii„d..,.„, 


nets:circo 


nfcrcnce), 


^^.^_^r^, 


x-zi)(]\< 


;u des foyers) 



L'équation en coordonnées rectangulaires est 

Le centre de courbure R en P est donné par 
PR==-V(-ï-s) 



yGoosle 



Le poiûl R a donc pour Heu ia droite perpendiculaire en à 01\ 

9. A et B sont les extrémités de deux diamèires conjugués 
d'une ellipse variable dont le centre G parcourt une courbe 
donnée. Trouver le lieu des foyers. 



en appelant ai la longueur de AB. 
C'est l'équipoUence du lieu demand 
Il y a lieu de remarquer la relatioi 



qui permet d'obtenir la tangente en F. 

Appliquer au cas où A, B sont deux sommets non opposés. Le 
lieu décrit par G est alors la circonférence de diamètre AB. 

10. A et B senties extrémités de deux diaraèlres conjugués 
d'une hyperbole variable (le point A appartenant à la eourbe) 
dont le centre G parcourt une ligne donnée. Trouver le lieu 
des foyers. 

Question analogue à la précédente. La relation est 



éiiuipollence du lieu demandé. 

li. Une hyperbole yariable a, avec une ellipse donnée, un 
système de diamètres conjugués communs en grandeur et eu 
position. Trouver le lieu des foyers de l'hyperbole. 
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CIIAPITBK 


Vil. 


ni-diamé 


lires conjugi 


!1CS 


étant 




,cos.+ 


!6âini, 


OB 


'=---«- 


U + 




OF" = OA' 


._ 


OB'S 





'âquipoHence du lieu demandé; elle donne u 
mple. L'équation en coordonnées rectangutairi 



K^T- 



12, Trouver le lieu géométrique d'un point tel que 
duit de ses distances à deux points fises soit constant. 

F et F, étant les denx points fises, et X un point du lie 
pression FX.F.X ou i' — (f + ï, ) s -h ff, a une grandeur c( 
k'. Choisissant pour origine le milieu de FF,, on a donc 



C'est l'équipollence du lieu. Il eu résulte une construcUon très simple 
de la courbe par points, la quantité sous le radical exprimant une 
droite qui aboutit à une circonférence. 

On construira sans peine la tangente et le rayon de courbure en 
nn poini X de la courbe. 

13. On donne une courbe C et un point fixe 0. La circonfé- 
rence décrite de comme centre et passant par un point M 
de C rencontre la tangente et la normale menées en M aux 
points T et N. Construire les tangentes aux lieux clécrits par 
T elN. 

On prend O pour origine, l'arc pour variable indépendante, et l'on 
» alors — T= N ^ cJME''. Différentianl et multipliant par i ~|g, on 
obtient alors la direction de la normale à l'une ou à l'autre des deux 



rffl 



(ON = MR — in = UIN -■:■ NT ~ UT, 



l'.a construisant NU = MR. 

Cette droite UT est donc la normale à la courbe (T) et ce 
quemmant parallèle à la normale à ( N ). 

On doit se rappeler que, dans ce qui précède, R représente le ci 
de courbure. 
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14. Une cijQcbu variable de posilioa seulement touche une 
droite donnée en un point fixe O. Trouver ; 

1° Le lieu décrit par un point invariablement lié à la courbe 

2° L'enveloppe d'une droite invariablement liée à la courbe 
mobile. 

1° Soit CM = tp(t) S'équipollunce de la courbe mobile dans une 
position initiale; MT = -^-e" est la tangente en M. Prenons le point 
O pour origine et pour origine des inclinaisons la droite donnée. Si X 
est la position du point C rapporté à ces nouvelles origines et qu'on 
porte OH sur l'origine des inclinaisons, de longueur MT, les deus 
triangles CMTj XOH sont égaux, «» mg ^ îiÏT ^ '"' "" ^=— "^~°- 

Telle est l'équipollence du lieu décrit par le point C. 
a° Dans la premiéie équipollence de M, choisissons la droite dont 
on cherche l'enveloppe comme origine des inclinaisons. Alors la 
droite mobile est parallèle à e-' Le point de l'enveloppe est donné 
par V. — n + «e~' et, en exprimint qu on a (Bz || s~', on trouve 



pour l'enveloppe; ic +j'( représente m. 

Applications faciles ï un gi'and nombre de courbea connues, no- 
tamment aux coniques. 

15. Équipollence d'une roulette à base recliligne. 

Si C est le point de contact, C, le point de contact initiai sur la 
courbe roulante, A le point de contact initial sur la base, X le point 
dont on cherche le lieu, k = f^da l'équipollence de la courbe rou- 
lante dans une position fixe quelconque en prenant la position de X 
pour origine, on voit que l'équipollence du lieu de X sera 



Prendre pour courbe roulante une épicycloïde, â titre d'cxemp 

16. Équipollence d'une roulette à base curviligne. 

On verrait, par une méthode analogue à celle exposée dans Te. 
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^i}2 SECONDE PAHTIE. CHAPITRE VII. — EXETtCIfiKS. 

cicc précédent, que l'équipollenee est 

6, représentant l'inclinaison de la langenle à la base au point ih: 

On peut 5e propdser le? mêmes questions que dans l'exercice pi-é - 
cèdent. 

17. Trouver la coui'be dont la tangente en un point quel- 
conque M a une inclinaison égale aux f de celle ilu rayon vec- 
teur OM. 

La condition du problème est -r- Il nï et nous pouvons, en dispo- 
sant de la variable, écrire 

4^=.^ Suit „u 1 a"^ d:,i^dt- 

Intégrant, 

...,(« + >)'- 

Si la constante c est réelle, nous avons l'origine des inclinaisons. 

le née du lieu sera 

« = f ( « -i-0= = ( «' - -^ " ) ''^ H- ( 3 «' - i) 6' '*. 
C'est une cubique dont nous laissons au lecteur le sû{n de discuter U 
forme. 
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nV.S TIIANSI'OIIHATIONS. 



CHAPITRE VIII. 

DES TRANSFORMATIONS. 



Interprétation de l'équipoUence y = ^(x). 
ID7. D.ins l'équipollcnce (i) du n" U9, 

nous avons expressément supposé que la variable indé- 
pendante ( était réelle. 

Si nous supposons an contraire qu'elle ait une valeur 
géométrique, c'esl-à-dirc que l'équipollence soit de la 
forme 

(.) y = f{x), 

l'extrémité de y pourra, en général, parcourir toute 
l'étendue du plan lorsque nous donnerons à x toutes les 
valeurs possibles. Mais, dans le cas où nous taisons va- 
rier X de telle sorte que son extrémité suive une ligue 
déterminée (X) {fig- 64), l'extrémité de y parcourra 
elle-même une ligne déterminée (Y) qu'on pourra ap- 
peler la trans/ormée^de la courbe (X). 

Nous pouvons donc dire que l'équipollence (i) repré- 
sente un certain mode de transformation d'une courbe 
en une autre, et, plus généralement, d'une figure en 
une autre. 
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244 SECONDE PABTM]. CHAPITRE VIII. 

A ce point de vue, on doit considérer une coarbe 
quelconque, définie ainsi que nous l'avons fait au Cha- 
pitre précédent, comme la transformée de la droite 
origine des inclinaisons, puisque toutes les valeurs 
réelles de la variable t ont leurs extrémités sur cette 
droite origine. 




Il peut arriver même que la transformation de l'ori- 
gine des inclinaisons tout entière ne donne qu'une frac- 
tion de la courbe considérée, ainsi que nous l'avons fait 
remarquer déjà dans l'élude de l'hyperbole, où nous 
avons vu que l'cquipoilence 

.M ^ vC.IU -r-uSh/ 

donne seulement une branche de ia combe, lorsqu'on 
fait varier t de — m à -|- oo, tandis que l'équipoilence 

aurait donné la courbe tout entière, en faisant varier ti 
dans les mêmes limites. Celte possibilité d'isoler ainsi 
en quelque sorte une branche de courbe, suivant la 
manière d'écrire son équipoUence, n'est même pas l'un 
des moindres avantages de la méthode des équipol- 
lences. 
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Par contre, il importe de remarquer qu'inversement 
la transformation totale de l'origine des inclinaisons 
peut donner au delà de la ligne qu'on cherche. Ainsi la 
dernière équipollence de l'hyperbole que nous venons 
d'écrire suffit à donner la courbe tout entière quand on 
fait varier ji de — oo à — - 1 , puis de + i à + oo. Dans l'in- 
tervalle entre — i el+ ij la transformation de l'origine 
des inclinaisons donne en outre une ellipse, car l'équi- 
poUence peut s'écrire 

en posant bï = c. 

198. L'expression M ^ ©(il), lorsqu'on y remplace 
ainsi t par une droite, détermine ce que Bellavilis 
appelle les points fictifs de la courbe (M). Il a ainsi 
étudié les propriétés des points fictifs conjugués, résul- 
tant de deux valeurs conjuguées données à t. Dans cet 
ordre d'idées, il est clair que tous les points du plan 
peuvent devenir points fictifs d'une courbe. Ici, nous 
ne voulons pas nous livrer à l'étude de ces points fictifs, 
si intéressante qu'elle puisse être, mais faire remarquer 
seulement qu'elle se rattache directement aux transfor- 
mations générales dont nous venons de parler. 

On verra seulement dans cette indication une preuve 
nouvelle de la réalité des faits géométriques, réalité si 
complètement mise en lumière par la méthode des 
équipollenccs. 

Propriété isogonale des transformations monogénas. 

199. Nous dirons que la transformation y^^(j)(x) 
est monogène lorsque la fonction ç est elle-même mo- 
nogène, c'est-à-dire lorsqu'elle admet, pour chaque 
valeur de x, une dérivée unique a' (x). 
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Cela étant, supposons que noiis donnions à x un 
accroissement infiniment petit quelconque </x; il en 
résultera pour v un accroissement eorrespondant c/y , et 



Donnons maintenant à x un autre accroist 
ment petit d^, de direction différente; di étant l'ac- 
croissement correspondant de y, il viendra 



'(X). 



(3) 




?x"f 


Delà 




dY 


ou, ce qu 


i revient 


au même, 


(4) 




d-i _ 

.Iv 



L'angle des éléments d\ et ^y est donc égal à l'angle 
des éléments rfx et di. Autrement dit : 

Dans toute transformation monogène, les angles 
se conservent en chaque point sans altération. 

Cette propriété fondamentale est d'une extrême im- 
portance au point de vue des applications soit analy- 
tiques, soit géométriques. Elle conduit parfois à donner 
aux transformations dont il s'agit la dénomination dp 
transformations isogonales. 

Il est à peine utile de faire remarquer que, si le 
point X se déplace suivant deux courbes différentes, 
les éléments (^x et dx sont dirigés suivant les tangentes 
à ces courbes; dY et dv seront dirigés suivant les tan- 
gentes aux courbes transformées {Jig- 64)- 
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. La dérivée -j- ^= cp'(x), dans une transforma- 
tion, représente le rapport géométrique des accroisse- 
ments de Y el de x, c'est-à-dire des déplacements des 
points Y et X. Si, par exemple, il s'agit de la transfor- 
mation d'une courbe (X), et sî eette courbe est déter- 
minée par l'équlpoilence 

comme au Chapitre précédent, t étant ici un para- 
mètre réel, il en résultera 



, -^i 



= ?[/(0] = P(0, 



et le rapport -3- sera égal à - 

La dérivée est donc le quotient géométrique des dé- 
rivées correspondantes des deux courbes, en les suppo- 
sant exprimées au moyen d'un même paramètre rée). 
Ceci est d'ailleurs une conséquence immédiate et évi- 
dente de la dérivée d'une fonction de fonction. 



Relation entre les rayons de courbure. 

201. Soit Y = f;{x) iiiie transformation monogène, 
la dérivée (p'(x) étant aussi monogène, en sorte que la 
dérivée seconde f"(x) est déterminée pour chaque 
point. Imaginoos que x et par suite y soient évalués 
en fonction d'un paramètre réel quelconque, pris poui' 
variable indépendante, c'est-à-dire que le point X soit 
assujetti à parcourir une certaine courbe, dont la 
courbe (Y) sera la transformée. Prenant les dérivées 
par rapport à ce paramètre, 
(5) (J^Y=--ç'(x)(Sx, 

puis 
(6) 



= -?'{x)Œ)^'i-^^"(s)(5x=. 



yGoosle 
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Acluelleirient posons, pour la situation particuiière 
du point X considéré, 

et désignons par XR, YR' {fig. 64) les rayons de oour- 
bure des courbes (X) et (Y), par p et p' leurs grandeurs 
respectives, pari+ iXet ^'+ [V les valeurs des quo- 
tients - et -— -• supposons emm qu on ait pris pour 
paramètre indépendant l'arc même de la courbe (X), ce 
qui donne évidemment, en appelant 9 l'inclinaison de 
la tangente en X, 

et, par conséquent, 

L'équJpoUence ('j) devient alors 

et, en égalant les coefficients de (', 

(8) ï,' = ). + bsin(p + (|). 

Or nous savons qu'on a 

ÏU'= p(ÛY= j-!a-.^+'i. 
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et \'équaiion (8) prend la forme 

(9) î=i + S.i.(P + 0). 

Telle est la relation remarquable qui lie les rayons de 
courbure des deux courbes correspondantes (X) et (Y), 
ces rayons ayant d'ailleurs des directions marquées 
respectivement parles inclinaisons Q-|-7eto; + 6+-- 

302. On déduit de la formule (g) un théorème qui 
ne nous paraît pas avoir été signalé jusqu'à présent 
dans sa généralité. L'équation générale d'une conique 
en coordonnées polaires peut s'écrire 

(lo) - =^ cosQ -h y sin 6 ± i//cosse -h^cos Osina 4- Asin^fl, 

d représentant l'angle polaire rapporté à un axe quel- 
conque. Si cet axe est précisément perpendicnlaire à 
l'origine des inclinaisons, l'angle 9 sera le même que 
ci-dessus, et par conséquent nous pourrons remplacer - 
par sa valeur (lo) dans la formule (g) ; — prendra alors 
une forme pareille, en fonction de Q. Mais cet angle 6 est 
précisément l'angle polaire qui correspond à p', si nous 
prenons pour axe une droite formant avec l'origine des 
inclinaisons l'angle - -1- a. Donc : 

Théorème. — Si les centres de courbure R d'une 
série de courbes passant par un point X sont distri- 
bués sur une conique, les centres de courbure R.' des 
courbes transformées, passant par le point Y, seront 
aussi distribués sur une conique. 

Dans le cas où ' =^ o, -7 prend la forme csiii(P M-9); 
et l'on en tire immédiatement cette proposition : 
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CoiioLLAiiiF. I. — Toutes les transformées de droites 
passant par un même point ont leurs centres de cour- 
bure situés sur une même droite. 

Si les centres de courbure i\ sont sur une conique 
ayanl pour foyev le point X, on a 



cl la formule (g) nous montre que —, prendra la forme 
/f' + /5'cosQ + fjf' cosQ. De là cette nouvelle cons<^- 
quence : 

Corollaire II. — Si les centres de courbure de 
courbes passant par un point X sont distribués sur 
une conique ayant pour foyer X, les centres de cour- 
bure des transformées, passant par le point Y, seront 
distribués sur une conique ayant pour foyer Y. 

De là encore, comme cas plus particulier, lorsque la 
conique de foyer X se réduit à une circonférence : 

CoROLLiiHË III. — Si les rayons de courbure des 
courbes passant par X sont égaux, les centres de 
courbure des transformées seront distribués sur une 
conique de foyer Y, 

Les corollaires I et III ont été établis par Tran- 
son, dans un article fort remarquable publié dans les 
Nouvelles Annales (1869, p. (i4); mais le corol- 
laire II, et surtout le théorème général qui précède, 
semblent avoir échappé à ses recherches. 
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ne figure (X) est Iransporlée parallèlemei 
, la transfoi'inatioii s'exprimera par 



Si ceLLe figure, sans changer de grandeur 
d'un certain angle a autour d'un point C, on a 



Si ces deux clrconstanees se produisent à la fois, il 



si bien que la l'orme reste la même. 

Posant c= ^1 on voit que tout déplacement quel- 
conque d'une figure équivaut à une rotation autour d'un 
certain point. 

Homothétie. — Similitude. 

204. L'équipoUence y = kx, k étant réel, représente 
la transformation d'une ligure (X) en une figure homo- 
thétique, le centre d'homothétie étant à rorigine. 

Si cette figure se transporte parallèlement à elle- 
même, la nouvelle transformation s'exprimera par 

équipoUeiice qui prend k forme 
CY = ACX, 
si Ton pose 
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205. Si jiL représente un rapport géométrique, li 
transformation par similitude de la figure (X) s'expri 
mera, de la manière la plus générale, par 

v = A-i-|j,Y OU cy = ii^;x, 



Ainsi, deus figures semblables quelconques ont tou- 
jours un centre de similitude, facile à construire, et l'on 
voit qu'on peut rendre ces figures liomothétiques en les 
faisant tourner autour de ce centre. 

Il s'agit, Lien entendu, ici de la similitude directe. La 
transformation par similitude inverse conduirait à l'é- 
quipollencc 



Transiormation i = \". 

âOG. Les transformations qui rentrent dans l'équi- 
pollence générale 

présentent des propriétés communes assez simples et 
intéressantes à signaler. On a tout d'abord, en prenant 
la dérivée, 

et de là 



Donc l'angle v que forme la tangente avec le rayon 
vecteur issu de l'origine est le même dans la courbe (X) 
et dans sa transformée (Y). 

Si maintenant, comme au n" 201, nous faisons 
03>: = î^; et si nous écrivons en outre grx = r, grv = i-' , 
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on recontiaU qu'il vient 

et que la formule (9) du numéro précité se réduit à 

En désiguanL par XN, YN' les normales aux deux 
courbes, telles qu'on les définit en coordonnées po- 
laires, c'est-à-dire limitées à la perpendiculaire au rayon 
vecteur menée par l'origine, on a 

î^rXN= -^, grYN'= ^; 

d'ailleurs p, p' sont les grandeurs des rayons de cour- 
bure XR, YR' dirigés suivant les normales. La relation 
peut donc s'écrire 

YN' _ XN 
""yW ■" XH "'"'"' "'' 

et elle l'ournit, pour le centre de courbure R', une con- 
struction des plus simples. 

Lorsqu'il s'agit de la ti-ansforraée d'une droite, le 
centre R passant à l'infini, l'équation se réduit à 



Transformation exponentielle, 

207. Nous appellerons tr ans formation e.vponeiUieUe 
celle qui est donnée par l'équipoUence 



Il est tout d'abord à remarquer que, si nous posons 
X = 3:+ (y ^/■£"'et Y =:;^^'H-ry = r's"'', nous obtien- 
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di-oni 

,' = ,!', V----y. 

La transformation est uniforme et elle est aussi évi- 
demment monogène. 

Si des points X se snccèdent en progression par diffé- 
rence, teiirs transformées Y formeront une progression 




par quotient. Ceci nous nioutte que toute droite se 
transformera en une spirale logarithmique ayant pour 
pôle l'origine. 

Deux points B, B, étant donnés, cherchons les points 
A, A, dont ils sont les transformés. On aura 



Si donc — ^ im''-, il s'ensuit qu'on obtient 
AAi = logm-4- j>, 
grAA, = v'(i"g'")'-^ ['-', incAAi = arciang j^ 

Cette dernière valeur sera précisément l'inclinaisoi 
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l'arc de spiialc BB, sur ses rayons vecteurs, à cause de 
la propriété isogonale; el, quant à grAA.,, c'est ce que 
nous pourrons appeler la grandeur logarithmique de 
l'arc de spirale BB,. 

B étant fixe, si la grandeur logarithmique varie seule, 
le point B| est assujetti à ne se déplacer que sur la 
même spirale. Si, au contraire, la grandeur logarith- 
mique restant fixe, l'inclinaison seule varie, le point B, 
décrit «ne trajectoire orihogonale de toutes les spirales 
issues du point B. On pourrait désigner cette trajec- 
toire orthogonale sous le nom de circonférence expo- 
nentielle. 

De ce qui précède, on conclut immédiatement, de 
toute proposition s'appliquant à des points et des 
droites sur un pian, une proposition analogue s'appli- 
quant à des points et à des arcs de spirales logarith- 
miques de même pôle. 

La notion précédente, de la grandeur logarithmique, 
permettra de formuler les propriétés qui correspondent 
aux propriétés métriques. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire ces applica- 



208. Dans la transformation dont il s'agît, 

'?(x) = oXx} = <f''(x} = e'=ï. 
Par suite, dans le calcul du n" 201, on a 

et la relation (9) entre les rayons de courhure devient 
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Extension de la formule y -~ fi^.-) dea coordonnées 
cartésiennes. 

209. En coordonnées rectilignes, soit reotawgulaires, 
soit obliques, on sait que l'équation _;>'=; ç(^) repré- 
sente une courbe, tant que X et j sont réels. Il a été 
fait d'assez nombreuses tentatives pour interpréter 
cette relation dans l'hypotlièse de valeurs imaginaires, 
tentatives qui, pour la plupart, présentent quelque 
chose d'un peu conventionnel et arbitraire. 

Il nous semble cependant que le calcut des équipol- 
lences fournit un mode de généralisation absolument 
simple et naturel, et que nous allons nous efforcer d'in- 
diquer le plus brièvement possible. 

L'équation y = f (ic) marquant une relation de gran- 
deur entre les variables réeUes œ ety, on est convenu 
de lui faire représenter une courbe (M) en portant, à la 
suite de la droite OP = x, la droite PM de grandeur y 
dans la direction marquée par l'axe des y, et c'est ainsi 
qu'on obtient le point M. 

En d'autres termes, a étant l'anale des coordonnées, 



(0 M = ^H-7i^ = ar-i-s'-'(f(a^), 

et nous pouvons considérer ainsi la courbe (M) comme 
une véritable transformée de l'axe des x, obtenue au 
moyen de la formule (i). 

Pour le cas particulier des coordonnées rectangu- 
laires, la formule est 

Si nous conservons exactement les mômes conven- 
tions et les mêmes formules, pour le cas où x &iy re- 
présentent des droites quelconques et non plus seule- 
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iiienL des (luanlltcs réelles, nous obliendrons Loiijoiu 
un point M {fig- 66) par la l'ormulc (i). Go point pai 




courra nne courLe déterminer lorsque l'extrémité de .r 
parcourra elle-même une courbe donnée. 

Si X reste réel, les valeurs de x qui pourraient con- 
duire à des valeurs imaginaires de y et qui ne s'inter- 
prètent qu'artificiellement en Géométrie cartésienne 
n'en donnent pas moins ici des points M parfaitement 
réels et par conséquent des branches complémentaires 
de la courbe. 

210. A titre d'exemple et d'ôclaircissem cul, prenons la 
parabole rapportée à un diamètre el à la tang^ente cor- 
respondante, représentée par l'équation 
(2) y^ = -ipx. 

Nous avons, a étant l'angle de la tangente avec le 
dlamcti-c, 
(a) yi = j:-l-i'^\/!.px, 

et cette équipoHence donne tous les points de la courbe 
considérée quand x varie de o à + « , Ponr avoir les 
points coi-respondant à des valeurs négatives de x, il 
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siii'fu de l'écrire 

11 = a^ rh is' l/-- ^.px i^ a; dz s ^ ^- — 'i.p'J', 

et il esl éviJentalors qu'en faisant varier a; de o à — c 
nous obtiendrons {fig. 67) une seconde parabole < 
verte en sens contraire de la première, ayant au 




l'axe des x pour diamitre et telle que la tangenrc à l'u- 
rigine soit perpendiculaire à la tangente à la première 
courbe. 

On peut aisément reconnaître, soit par la Géométrie 
analytiqne ordinaire, soit par les équipoUences, que 
cette parabole adjointe a même axe de syméti-ie que la 
première et qu'en conséquence elle la coupe en un 
second point symétrique de l'origine par rapport à 
l'axe. En ce second point, les deux paraboles sont or- 
thogonales comme à l'origine. Mais nous croyons, pour 
abréger, devoir nous borner à ces indications som- 
maires. 

Lorsque la parabole principale est rapportée à son 
axe et à la tangente au sommet, la parabole adjointe se 
réduit à une partie de l'axe des x. 
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211. Il est très important de faire une distinction 
capitale entre ce qui se passe ici et la Géométrie analy- 
tique ordinaire. Dans cette dernière, la position d'un 
point donné entraîne la détermination des deux élé- 
ments coordonnés x et y. Ici, au contraire, un point M 
étant donné, on peut prendre pour x une droite quel- 
conque OX ou s, et la valeur dey qui eu résulte est 

puisqu'on doit avoir toujours m =x + yï^. 

Par conséquent, deux points M et M' peuvent fort 
bien coïncider sans que leurs coordonnées x, y et x', v' 
soient les mêmes. Mais si, au contraire, deux points 
ont les mêmes coordonnées x = x', y = v', ils coïn- 
cident nécessairement. 

Cette remarque est d'une très grande utilité pour 
que nous puissions nous rendre compte de ce que re- 
présentent les solutions communes de deux équations 
(4) F(x,ï) = o, /Cx,Y) = o, 

solutions qui donnent en géométrie cartésienne les 
points d'intersection des deux courbes correspondantes. 
Si x,, Y, est une de ces solutions communes, le 
point M, donné par 

appartiendra à la fois aux deuK figures représentées par 
les deux équations données, lorsqu'on fait parcourir 
au point X une ligne passant par X, ; et toutes les so- 
lutions communes ainsi obtenues indiqueront les seuls 
points du plan M,, M^, ..., qui jouissent de cette pro- 
priété. 

En d'autres termes, les solutions communes donnent 
les points ayant mêmes coordonnées et non pas tons 
les points communs. 
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Comme exemple, prenons les deux circonférences 
^■eprésentées par les équations 

in coordonnées rectaiigulrùres, avec la condition 



On voit immédiatement cjiie les solutions comlnulH!^ 
des deux équations sont données par 

Si a* ;>Zt^, les circonférences se coupenl,el l'on a ainsi 
les points d'intersection. Si an contraire a"^ — 6^ = — c"-, 
il vientJ^■ = ± ic, et les points répondant aux solutions 
communes sont donnés par m =: o -f- iy, c'est-à-din: 



En coordonnées obliques, les deux équations au- 
raient représenté deux ellipses ajant leurs diamètres 
conjugués égaux dirigés suivant les axes, et les points 
à coordonnées communes auraient été donnés par 



Il est facile de reconnaître que ces deux points ap- 
partiennent en effet à la fois aux branches adjointes 
des deux courbes et correspondent k x ^ o. 

212. Nous ne voulons pas ici pousser plus avant ces 
considérations qui pourraient prêter à bien d'autres 
développements. Nous avons tenu simplement à signa- 
ler la possibilité de faire disparaître en Géométrie ana- 
lytique cette notion un peu mystérieuse et confuse des 
imaginaires dans des questions où elle semble presque 
s'imposer. La notion des imnginaires, si féconde lors- 
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EXERCICES. 



cjQ'on s'en sert comme d'une forme de langage, lors- 
(ju'on remploie comme un inslniment précieux, leii- 
drait à jeler de l'obscnrité dans l'enseignement des 
Mathématiques, si l'on cherchait à attribuer à ces quan- 
tités une existence propre, étrangère à leur origine 
géométrique et sortant du domaine de la réalité. C'est 
cette obscurité que la méthode des équipollences a ic 
grand avantage de dissiper, par une interprétation ra- 
tionnelle des ajinbolcs de l'Algèbre. 



EXERCICES SUR LK CHAPITRE Vlli. 

1. Si l'on transforme trois courbes tangentes entre elles en 
un même point, les différences de courbure dans les courbes 
transformées sont proportionnelles aux différences de cour- 
bure dans les courbes transformantes. 

En effet, si nous appliquons nui trois courbes la formule (o) du 
n- 201, et si nous éliminons ensuite n et ùsinfp -' 6), il reste 

\p'i PW'XPa P'j/ ~ Vpi FJ' \P, pJ 
Il est bien entendu que la transformation est supposée moiiogéoe. 

3. Étudier les transformations ï ~ x', V] — ^K en supposant 
que X se déplace : i° sur une droite ; i-> sur une circonférence. 

Applications simples du n° 206. 

le deuxième cas (i°) doitétrerapprochédel'exercicelîdelapage^^o, 
et aussi d'une remarquable génération des ovales de De d n 

par Chaslea {Aperçu htalorigae, a' édition, p. ïja}. 

De là résulte une relation intéressante eutre les o I d D 
rarles et celles de Casaini, laquelle s'exprime par 1 f n ul d 
transformation y = yj et dont nous laissons au iec u 1 ni 
clierclier les conséquences. 

3. Si l'on effectue la triinsformation ï ^ \" d'une courbe (X), 
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,■1 ^i R el R' sont les centres de courbure en S et Y, on a 

tangR'OY = retangllOX. 

Consequcnci' des propriétés indiquées au n° 206. Si P, P' sont les 
[lieds des perpendiculaires abaissées de R, R' sur OX, OY respecti- 
vement, j1 j a lieu de remarquer l'équipollence 



facile à ijLHlilir, el qui esprimo, en particulici', la proprii 

i. La somme des angles intérieurs d'un polygone t 
formé par des arcs de spirales logarithmiques de même pôle 
est égale à autant de fois deux angles droits que ce polygone n 
de côtés, moins deus. 

Application directe de la transformation exponentielle (207). L'ana- 
logie avec la proposition correspondante de Géométrie élémentaire 
est évidente. 

5. Soit ABC un triangle formé par trois arcs de spirales lo- 
garithmiques de même pôle O. Soit OA, la bissectrice de BOC, 
laquelle coupe l'arc BG en A,; soient de même B|, Ci deux 
autres points obtenus d'une manière analogue. 

Démontrer que les trois arcs de spirales AAi, BBi, CGi se 
rencontrent en un même point G, et que 00 divise au tiers 
chacun des angles A,OA, B,OB, C,OG. 

Application directe de la transformation exponentielle (207 ) 
comme k l'exercice précédent. C'est l'analogue de la propriété des 
trois médianes d'un triangle rectiligne. 

6. Transformations géométriques non monogènes. 

Une construction géométrique hien définie peut ne pas conduire ù 
une formule v — ipC» ). Mais on peut toujours exprimer la transfor- 
mation par une relation de la forme t = ?{s, cix). 



rapports géométri( 
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et que YV„ YV, soient les déplac 
e formule nous conduit à la remarquable proprii 



= /'cj/'-5Cjç7, 



aire\X,X, " 
commune à toutes les transformations dont il s 

7. Interpréter l'équipollence ï2=x2=:i 
les coordonnées cartésiennes rectangulaire 
courbes représentées par cette relation : 

1° Lorsque l'extrémité de X parcourt une droite issue de 

2° Lorsqu'elle parcourt une parallèle à l'ave des abscisses. 

Les considérations développées au n° 209 permettent de construire 
facilement le lieu cherché. On verra que la courbe, dans tous les eas, 
se réduit à une circonférence traversée par son diamètre lorsque s 
ne reçoit que des valeurs réelles, 

8. Interpréter l'équipollence ï^-l-x'— a^ par analogie avec 
les coordonnées cartésiennes rectangulaires, ji ayant une valeur 
géométrique quelconque, et s recevant des valeurs réelles. 



a que la courbe est identique avec l'une de colles 
obtenues i l'exercice précédent. C'est ce qu'on pourrait appeler une 
circonférence de rayon imaginaire. 
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CHAPITRE IX. 

APPI,ir.AïlO:SS Cl>'ÉMA'nQUES ('). 



Mouvement d'un point. — Vitesses. 

213. Les questions que nous nous proposons d'éLu- 
dier ici sont exclusivement relatives aux mouvements 
qui s'accomplissent sur un seul plan. Le calcul des 
équipollences s'y applique de la manière la plus di- 
recte et la plus naturelle, ainsi que nous allons le voir. 
Nous nous bornerons d'ailleurs à des applications de 
ce calcul, n'ayant pas, comme on le comprend, l'inten- 
tion de présenter un Traité plus ou inoitis complot d^' 
Cinématique plane, 

31, dans tout ce que nous avons dil au Cliopitrc Vil 
et spécialement dans i't5quipollcnce (i) dn n" 149, 

(!) -v--=?(o, 

nous supposons que le paramètre réel t exprime \'- 
temps compté à partir d'une certaine origine, il de- 
vient évident que cette équipollence représentera non 
plus seulement la courbe trajectoire du point mo- 



(') Ce Chapitre, ù quelques légères modincations près, est la vcpiii- 
duclioo résumée d'un Mémoire : Réflexions sui- la cinématique du 
plan, puldié par nous, en iS^S, dans les Nouvelles Annales de 
Mathématiques, 3' siiiic, I. XVII. 
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e i\l {fig. 68), mais on même temps la loi du mou- 
ineol de ce point moljilo sur la courbe. 




11 est à remarquer ecpendaiit que, si la l'onction 'j (/) 
admet pour une valeur donnée de t plus d'une déterml- 
nation,réqïiipollence ne représentera plus le mouvement 
d'un point unique, ce point ne pouvant évidemment 
occuper qu'une seule situation à un instant quel- 
conque. Mais, même dans ce cas, chaque branche de la 
courbe est représentée par une équipollence répondanl. 
au mouvement d'un point, et Véquipollence entière ré- 
pond à l'ensemble des mouvements des points en quca- 



214. La composition de plusieurs mouvenienls 

se fera immédiatement par une simple addition. c'esL- 
à-dire que le mouvement résultant sera représenlé par 
l'équipoilence 

Si nous prenons par exemple l'équipoilence de l'el- 
lipse sous la forme (3) du n" 179, nous voyons qu'elle 
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pciil. s'écrire 



,K, (180) 



sont évidemment uniformes et de mêmes vitesses angu- 
laires, mais de sens contraires. L'ellipse peut donc être 
décrite par la composition de deux monvements circu- 
laires. 

De même (183) l'équipollence (9) dans le cas des 
cercles peut s'écrire, en faisant grA ^= grs et supposant 
les deux droites A et b rectangulaires, 

ou, par un calcul des plus simples, 

La courbe peut donc être engendrée par la composi- 
tion de deux mouvements de rotation uniformes dans 
lesquels le rapport des rayons est de 3 à i et le rapport 
des vitesses de i à 3. On reconnaît très facilement, 
d'après cela, que c'est une hypocycloïde ordinaire pro- 
duite par le roulement, dans l'intérieur d'une circon- 
férence, d'une autre circonférence de rayon moitié 
moindre. 

215. D'après tout ce que nous avons dit au Cha- 
pitre Vil, il est évident ici que la dérivée 

»«= S --''<'>" ■" 

représente la vitesse du point mobile {/Ig- Û8 ). 
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APPLICATIONS CINÉJIATIQUES. 

5 posons 



= ?'«), 



et le mouvement représenté par cette i;quJpollence sera 
dit le mouvement hodographique du premier. La tra- 
jectoire de M' est appe\ée]'hodographe du mouvement 
de M. 

L'aire infiniment petite décrite par OM pendant le 
temps dl est représentée en grandeur cl en signe par 

- (Mcjrfii — cjwrfu), 

et, en la divisant par dt, on a la vitesse aréolaire. 



Si, comme au numéro précédent, un mouvement r 
sntte de la composition de plusieurs autres, on a 

M = Sil -1- Mj + . . . , 

et par dérivation, pour les vitesses. 



De là résulte immédiatement la méthode de Kohervul 
pour le tracé des tangentes. 

En faisant la décomposition indiquée au n" 153, 

et en écrivant les deux équipoUences (6) et (^) de ce 
numéro, 

nous luirons, jj. et m étant nécessairement des fonctions 
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()e (, les mouvements de la pvojeoUon du point mo- 
bile sur la tangente et sur la normale à sa déve- 
loppée. 

Les trajectoires, déjà étudiées, sotil la podaire, et la 
podaire de la développée ('153). 

216. Comme exercice bien facile, cherchons à déter- 
miner l'enveloppe de la droite qui joint deux points 
mobiles M, M,. Si X est le point cherclié, nous avons 

^-.Am-. -(,-/.) su: 

d'où, par différentiatioii, 

©x ^ /; (Dm -.- (r ■ ■ /) ffivi ■ - (M (ii - .Vi ). 

La condition du problcme ('trmi 

(Sl\ Il M -M], 

on peut supprimer le dernier terme, poriillclc liii-nirmc 
à M — M,, et il reste 

^-(Bm--([ — A)(SMl|IM- -5!, 



A-ii'-;-(,_A)„' llM -M,. 

Donc, construisant les deux vitesses OM', OM',, me- 
nant OK parallèle à MM, et qui coupe en K la droite 
M'M'j, il nous suffira de partager MM, en X comme 
M'M'j l'est en R pour obtenir le point X de l'enve- 
loppe. 

On aurait, par le calcul, la valeur de K et, par suite, 
l'équipollence de l'enveloppe, en écrivant 

et en se servant de l'équipollence conjuguée. Nous 
laissons au lecteur le soin de cet exercice. 
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217. Le mouvement d'un point pesant {fig. 69), 
lancé cîans le vide suivant une direction quelconque, 



FI g. fit». 




se trouve reprùscnlé par l'éqtiipolîencc (1) du u" 171 

Jl= iU-l-/B, 






ffîii = aî.v 



Uuon avu^,7JUiTie 

Donc, en prenant les grandeurs, nous voyons que, 
dans le mouvement parabolique d'un point pesant, le 
carré de la vitesse est proportionnel à la distance du 
point mobile au foyer. 

Accélérations. 

218. L'accélération étant, aussi bien en gr.indeiir 

qu'en direction, la dérivée -^ de la vitesse par rapport 

au temps, on voit que c'est la dérivée seconde (ô-m 
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de M, OU encore la vitesse (213) dans le mouvemenl 
ho do graphique. Celle accélération peul donc s'écrire 

et elle s'obtient par un simple calcul de dérivées. 

En mettant la vitesse sous la forme m'= ^'s", il vient 

^' ' dt dt \dt p J 

S! l'on appelle p le rayon de courbure de la trajectoire, 

ds 
cart.^^- 

Cela nous donne donc la décomposition de l'accélé- 
ration en accélération tangenûelle -7- et accélération 

normale — ■ 
P 
En décomposant, comme nous l'avons fait si souvcnl 
au Chapitre VIIj le quotient 

"iiÔM ~ m' ~ -- ' -I 

on voit que 



Lorsqu'on rapporte le point mobile M à des coordon 
nées polaires, on a 
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ce qui donne les décompositions de la vitesse cl de l'ac- 
céléraùon, suivant le rayon vecteur et suivant une 
direction perpendiculaire, 

219. Comme exemple, prenons (179) l'équlpoUencc 
de l'ellipse sous la forme (3) 

M = /iCOSt -+- BSillï. 

On en tire 

11' = — Asiiiï -i-i)C(i5i, 

m" = — A COS ( — U sin ( = — Ji, 

c'est-à-dire que l'accélération, dans ce mouvement, est 
précisément MO, en grandeur et en direction. 
Pour l'é(juipollence de l'hyperbole (185) 

m = aC1i/-i-dSIu, 
on obtiendrait 

Deréc|uipollcncc de kcycloïde (192) 
on tire, comme nous l'avons vu (193), 



L'accélération est donc de grandeur constante et con- 
stamment diriffce vers le centre mobile du cercle géné- 



Accélérations centrales. 

220. Nous appelons mouvement d'accélération cen- 
trale celui dans lequel l'accélération passe toujours 
par un point fixe, (jue nous supposons pris pour ori- 
gine. 

Le mouvement (218) étant représenté par l'équipol- 
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l'accélération, si nous appelons iv sa grandeur (pri 
positivement ou négativement), sera 



c'est-à-dire, par comparaison avec la relation ('j), que 
nous aurons 



.(,., 



(■I) 



lin d'antres termes, la vitesse arcolaire -c est con- 
slanle. 

Etudions maintenant l'hodographe du mouvement, et 
cherchons-en le rayon de courhure. Ce sera, en gran- 
deur el en direction. 



-^-- l'-i-il". 



Or, d'après les relations (8) et (9), 

,„ '/il' . cw 
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el, en prenant !a grandeur f' de ce rayon de courbure, 

(il) P'=^-- 

Ainsi, le rayon de courbure de l'Iiodograpke est pro- 
portionnel au produit de l'accélération par le carré 
du rayon vecteur. 

Si l'accélération, comme dans les mouvements pla- 
nétaires, est en raison inverse du carré du rayon vec- 
teur, il s'ensuit que l'Iiodographe est une circonfé- 
rence. 

En général, si iv esl proportionnel à /'", p' est pro- 
portionnel à r"+-. 

221. Réciproquement, supposons l'iiodograplic cir- 
cidaire, l'accélération étant toujours centrale. Alors iu 
vitesse est de la forme 

(,î) ^^.a^-,-héK 

étant seul vai-ialilo. Donc 



Cette accélération étant dirigée suivant le rayon vec- 
teur rt'", on a donc 9 -i — =^ (o, el 

(,3) ^.a^^-ihv. 

Identifiant avec la valeur (6) et divisant par s", 



Si nous égalons les paclies 
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vertu de la formule (()), 






.,>)-b, 



(M) 



équation polaire d'une conique ayant soo foyer à l'ori- 
gine. 

Ainsi, dans un mouvement d'accélération centrale 
et d'hodographe circulaire, la trajectoire est une 
conique ayant un foyer au centre commun des accé- 
lérations. 

En outre, la grandeur de 'accélération étanl 

, df) _ diM _ c 
' ~dt ~ ' ~di ' '7°-' 

celle accélération est en raison inverse du carré de la 
dis lance. 

222. Voici encore une propriété commune ^'i tous les 
mouvements d'accélération centrale, et qui a clé signa- 
lée parHamilton. 




Si M el M, {/ig. 70) sont deux points de la tnijec- 
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toire, M' eL M'^ les points correspondants de l'iiodo- 
graphe, MX el M|X les tangentes à la trajectoire, se 
coupant en X, et M'X' et M'^ X' les tangentes à l'hodo- 
grapLe, se rencontrant en X', alors OX sera parallèle à 
M'M; etOX' à MM,. 

La propriété de la constance des aires montre, en 
eFFel, que le triangle OMM' est d'aire invariable. Donc 

MCJJl'— CJM.M'= If, CJm'j — CJMjl]',. 

Mais 



XCJ(u'-M'i) = CJx(]ll'- 



(jéomélrlqiiemeDt, ce théorème se démontrcraitaussi 
d'une manière très facile. 

Autres propriétés des accélérations. 

223. Soient M {fig. 6B) le point mobile, MV la 
vitesse, MW l'accélération, ix l'aire variable décrite par 
le rayon OM, 

Nous avons (215) pour la vitesse aréoluire 

De là, par dérivation, 

"'' £; = J(.-ej.,-->,-<j.,) = ™o>ra. 
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L'accélération aréolalre est donc mesurée par l'aire 
OiVIW, qui est conséquemment la dérivée de OMV. 

Pour une accélération centrale, aire OMW = o, et 
-j- =: const., ainsi que nous 1 avons vu. 

Pour un mouvement où les aires croîtraient comme 
les carrés des temps, on aurait a- = kt- et ~-j- =: aA"; 
donc aire OMW = const., c'esl-à-dire que l'accéléra- 
tion serait en raison inverse de la yicrpendiculaîro 
abaissée de i'orîgiTJc sur sa direction. 

224. Si V est la grandeur de la vitesse, nou? avons 

yî = m' Cj Si' 

el, par conséquent, 

d{'A') = (/m'.cJ4l'+ h' cjrfji' 

= (M"cJM'-!-M'cjin")<f( 

= m" cj rf*i -1- du cj H°. 

Donc, r accroissement élémentaire du carré de la 
vitesse est égal au double produit de l'accélération 
par la projection du chemin élémentaire sur l'accé- 
lération. 

Accélérations des divers ordres. 

22o. Nous avons vu que la vitesse et l'accéici'atioii 
d'un point mobile sont les deux premières dérivées de 
la droite OM =■ m qui fixe la position de ce point. Ou 
appelle accélérations des divers ordres les dérivées suc- 
11 delà de la deuxième, c'esl-à-dire m'" = -rj^^ 



Cberchons à décomposer une accélération d'ordre 
quelconque m'/"' en une accélération tanfjentlelle et une 
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accfJldralioQ normale, comme nous l'avons fail [jour 
l'accélération ordinaire (218). La vitesse étant toujours 
mise sous la forme vs.^, on aura 

en appelant (p,^p el (V/jjp les deux composanles. De ly, 

,, . . ' ' , . M i> 

par dérivation el en se rappelant toujours <[ue — ^ -, 

Donc 



(^9) 



P 



ce qui fournit une méthode générale pour déterminer 
ies composanles, puisqu'on en connaît les premières 
valeurs -j- et — répondant àp^^ 2. 

Dans ces calculs se présenteront évidemment les 
dérivées successives de p. On peut leur donner une 
interprétation géométrique avantageuse; car on a tout 
d'abord 

dp _ dp-da _ e 

di ~ d<\ dt ~ ' ' p ' 

en appelant pi le rayon de courbure de la développée 
de la trajectoire. 

D'une manière générale, si p,; est le rayon de cour- 
bure de la p''"'" développée, 

dt '""" p 

En faisant ces substitutions au fur et à mesure, on 
introduira donc les rayons de courbure des développées 
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successives, au lieu d'expressions analytiques d'uni' 
interprétation concrète peu saisissable. 

On trouve ainsi, pour les composantes do h suraccc- 

= ^''_^, «. ^_. 3 !: ^" - ."- a 
'''' dl'- p- "■' (. dt p^ ' ' 

226. On peut avoir intérêt à décomposer une accé- 
lération d'ordre quelconque suivant le rayon vecteur 
CM, et perpendiculairement à cette direction. On aui;i 

d'où, par dérivation, 
c'est-à-dire 

en appelant m' la vitesse angulaire --j-- Ces formules 
donnent la solution du problème proposé. 

227. Soient MU„, MUp deux accélérations dVirdn- 
quelconque. On a 

aii'e(MU„U„) '^-- U"'"' cj ■«(/>( - mIc' cjm'"'), 
et, en prenant les'dcrivces, 

(î-l) (D aire (MU„Up) = aire (MU„+iU,0-i-^ii'e(M'J,^U;.n), 
généralisation de la propriété du n" 223. 
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Si les deux accélérations sont conséciUives, 

(a5) (BaiL-c{MlJ„U„+i)= aire (MU^U,,.,.,). 

Mouvement d'une figure plane sur son plan. 

228. Soit i^fig- 71) une figure de forme invariable 
qui subît sur son plan un déplacement fini, de telle 



sorte <ju' une droite primitivement en OX vien t en 1 X| . 
Posons 00, = A, et appelons a l'angle des deux direc- 
tions OX, 0|X,. Nous aurons évidemment 

(1) x,= .v-i-s'.", 

O étant l'origine. 

Appliquons celle relation au point ti déTiTii par l'é- 
quipollence 

(2) s = A + SE'^ on a, = > 

et nous reconnaîtrons que le point sera resté immo- 
bile, c'esl-à-dire que le mouvement considéré équivaut 
à une rotation autour de ce point. 

La construction de il se fait de la manière la plus 
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simple, en Lraçaiit sur 00, comme base le triangle 
isoscèle OQOi dont ['angle au sommet ù est égal à a. 

S'il s'agit d'un mouvement infiniment petit, le point iJ 
prend le nom de centre instantané de rotation, et la 
formule (2) devient alors 



(3) 



229. Considérons maintenant le mouvement continu 
d'une figure plane. Soient M la position prise, à l'in- 
stant (, par le point qui coïncidait d'abord avec l'ori- 
gine O, et \ l'angle total dont a tourné la figure à cet 
instant t. 

Nous voyons, d'après le numéro précédent, que si 
nous appelons iî le centre instantané de rotation, nous 



(-1} 



' d\' 



Cette équipollence, où m et X sont fonctions du 
temps, nous représente le lieu des centres instantanés 
sur le plan fixe. 

Si nous ramenons la figure mobile à sa position ini- 
tiale, en supposant qu'elle entraine avec elle te point il 
et que celui-ci vienne ainsi en Aq, le lieu des points A,, 
sera évidemment donné par l'équipoUonce 

(5) »•="-' Si- 

Nous avons ainsi ramené à l'origine le lieu des 
centres instantanés liés à la figure mobile. 

Le roulement de la courbe (5) sur la courbe (4) re- 
présente le mouvement. 

Un point ayant Xq pour position initiale et entraîné 
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parla figure moijile viendra, à l'instant /, en un pulnl >C 
tel que 

(6) X = M-!-e>-X„. 

QuanL à la courbe roulante, si nous la considéroiiri 
dans une position (quelconque répondant à l'instant /', 
elle aura pour équipollence 

_ , ■ _> '^S' Xi _ ( • 7' if^' 

Ici nous devons considérer (' eomme fixe et ( comme 
variable indépendante. Si l'on donne à i la valeur t' , 
on tombera évidemment sur l'expression (4), c'esl- 
à-dire que A coïncidera avec û. 

Pour cette valeur particulière t' , la différentielle de A, 

se ïcduLi à 



<ï) 



On rcconnail. donc que les deu\ courbes (£i) cL (A) 
sont tangentes au point considéré et que les vitesses 
sont égales, ce qui montre bien que l'une de ces courbes 
roule sur l'autre sans glissement. 

D'après la relation (6), la vitesse d'un point qucl- 



inque X est 



^(.;m---^s^x„)-^ 



.dX I 



dt \ 
Or, en relrancliant (4) de (6), 
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En diffcrenùant cetle relation (8), nous ti'oif 
ans peine, pour l'accélération du point X, 



<9) 777?=-(^-")b7 -^'(':-") 



. d\ du 



-dï^~^"'-"'\dï} -^-"■-"'di^-'-'dï dï- 

Ce résultat connu se prête k un Ànoneé i'acilo en lan- 
gage ordinaire. 

En différentiant l'équipoUence (0), on peul aussi 
mettre l'accélération sous la forme 

^"'' ~dt^ ~ 'dt' ""' \dc) '^ '^°^' d'i' ' 

qui est également d'une interprétation aisée. 

Cherchons, en partant de la formule (9) par 
exemple, la condition pour que l'accélération s'annule. 
En appelant U le point pour lequel il en est ainsi et 
désignant par w la vitesse angulaire -^. nous aurons 



" dt ' \d\ 



(«) i 

c'est-à-dire que, pour chaque position de la figure, il v 
a lin point (centre des accélérations) et un seul poiu- 
lequel l'accélération est nulle. 
On peut écrire encore {Jîg'- 72) 

liV yi , . ^^ j '-<%;, ■ ai ' 

„,- / . du> A .du 

Cela nous montre que la perpendiculaire élevée en U 
à la droite iïU coupe la direction de la tangente coni- 



y Google 



APPLICATIONS CIJIÉJUTIQL'ES. '. 

mune avis coupbcs roulanLcs en un point A, (.cl r|uc 
do. . àfM 



dt ' dl 



cX la normale commune en un point 13, l.el que 

Si la vitesse angulaire (o esl constante, le ceiUrc do 




accélérations se réduit au point B, lequel esl d'ailleurs 
indépendant du temps, puisque l'on peut écrire 



Pour cette raison, on donne souvent au point B la 
dénomination de centre géométrique des accéléra- 
tions. 
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ïKCONDE PAinii; 



™ = 7,7ï^ (,»■'- 'WJ 



ol l'on verrait que la perpendi cul aire à MU coiipc res- 
pectivement l'accélération du point M et une perpendi- 
culaire à cette accélération en deux points A' ot B', tels 

(14) MA'= ■"" 



(i5) 



dt^ 



df' ■ dt 



Donc, si l'on joint le centre des accélérations à un 
point quelconque M et si l'on élève par ce centre une 
perpendiculaire à la droite ainsi menée, celte perpen- 
diculaire coupera l'accélération du point M et une per- 
pendiculaire en deux points A' el B' déterminés respec- 
tivement par les relations (i4) et (id). 

De plus, l'angle du rayon vecteur UM avec l'accélé- 
ration de M a cvidemmenl pour tangente 



230. En prenant les dérivées successives de réqui- 
poltence ([o), on reconnaît, sans même effectuer les 
calculs, qu'on pourra toujours égaler à zéro chacune de 
ces dérivées, et que cela donnera chaque fois une va- 
leur et une seule, pour x„. Il y a donc un centre de^ 
accélérations U„ pour les accélérations ■■ ^,,^+x d'un 
ordre n quelconque. 

Si nous reprenons la relation (6) 
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APPLICATIONS cinémàtiuuus. 
s la différentions successivement, noi 



Cela nous montre que l'accélération d'ordre quel- 
conque d'un point Xrfe la figure se compose de l'ac- 
célération de même ordre d'un point M quelconque 
et de l'accélération que prendrait le point X si la 
figure tournait effectivement autour du point M, 
avec les vitesses et accélérations angulaires succes- 
sives du mouvement véritable. 

Si maintenant nous choisissons pour le point M le 
centre instantané li dans ia première équi pollen ce, le 
centredesaccéléralionsUdansIa seconde,..., le centreUrt 
des accélérations d'ordre n dans !a (n -]- 1)'=""^ (ce qui, na- 
lurellement, déplace chaque fois l'origine), les premiers 
termes des seconds membres disparaîtront, en vertu de 
la définition même des centres V„. 

Il ne nous restera plus que des relations de la forme 

Donc l'accélération d'ordre quelconque n, en 
chaque point de la figure, est la même que si, la vi- 
tesse et les accélérations successives restant iden- 
tiques, le mouvement se produisait effectivement au- 
tour du centre des accélérations du /l'ë"'* ordre. 

Ce théorème a été obtenu par M, Resal, dans son 
Traité de Cinématique pure (p. 3i4), par une mé- 
thode peut-être un peu moins simple que celle-ci. 
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Mouvement d'une figure plane qui reste semblable 
à aile-même. 

231. Supposons qu'une figure se déplace dans son 
plan en restant semblable à elle-même. Nous supposons 
qu'on détermine le mouvement de deux points quel- 
conques X et Y {fig. 73) au moyen des équipol- 
Icnces 



(I) 



?(0, 



■HO- 



Si Z esL un point quelconque de la figure mobile, le 
rapport géométrique =7y ^ jj. devant être indépendant 
du temps, on déduira de là 
(a) z=(i-;i)x^-|.tY, 

et cette équipollence sera celle du mouvement de Z. 




De celte équipollence (l'.), on peut tllver queIquc^ 
priéiés intéressantes. Si nous en formons la déiv 
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Ajoiilani (2) et (3), 

z -F (Dz ^ (1 " |a) (ï -i- ffl\) -I- 11 (y h- (Sr) 

ou, si nous appelons XX,, YY,, ZZ, lus vitesses des 
points considérés, 

(4) Zi-(i-;/)>:,-.-;^Y„ 

Cetle dernière é<]uipo]lence exprime que Se triangle 
X,Y|Z( est directement semblable à XYZ. 

Au lien de prendre la première dérivée de i'équipol- 
lence (2), nous aurions pu prendre la dérivée d'ordre n 
quelconque, et nous aurions eu ainsi 

(5) z„.^(i-,a)x„-H^v„, 

relation qui exprime que te triangle X„Y„ Z„ est sem- 
blable à XYZ, en représentant par XX,„ YY„, ZZ„ les 
accélérations de même ordre quelconque. 
De là ce théorème : 

Une figure plane qui reste semblable à elle-même 
étant mobile sur son plan, si l'on trace les vitesses 
{ou les accélérations de même ordre quelconque) des 
divers points qui la composent, les extrémités de ces 
droites formeront une figure semblable à la pre- 

Eu particulier, et comme corollaire immédiat : 

Si les extrémités des vitesses [ou des accélérations') 
de deux points coïncident entre elles, ce point com- 
mun est en même temps l'extrémité des vitesses {ou 
des accélérations) de tous les points de la figure au 
même instant. 

232. L'équipoUence (3) nous montre qu'il y a, i 
chaque instant, un certain point de la ligure dont hi 
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vitesse est tiullo. Il suffit, en eilet, pour trouver ce point, 
d'écrire 

(i — ;i)®x-i- iiffiï ^o, 
d'où 

(&x 

^~ iBs — ŒH-' 

Si (X'), (Y') sont les hodograplies {^fig'- j'i) des 
mouvemeuls de X et Y, on aura donc 



si Lien que, pour avoir le point cherolié U, il n'y aura 
qu'à construire le triangle XYU directement sem- 
blable àX'Y'O. 

Ce point, qui reste immobile dans le mouvement 
élémentaire, est ce qu'on pourrait appeler le centre in- 
Uantané de rotation et de similitude ou, plus sim- 
plement, centre des vitesses. 

Des relations précédentes, on dédoit 

ffix _ (Dv 
UX ~ UV ' 

et il s'ensuit qu'en joignant le centre des vitesses à tous 
les points de la figure mobile et en menant les vitesses 
de ces points, on forme des triangles UXX,, UYY,, ..., 
qui sont tous semblables entre eux. 

On reconnaît qu'il existe de même un centre des ac- 
célérations pour les accélérations d'ordre quelconque, 
cl que l'on obtient des propriétés analogues. 

Mouvement d'un point pesant dans nn milieu résistant. 

233. Soient (M) la trajectoire; /-l'accélération (fonc- 
tion ou non du temps) que produirait la résistance du 
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milieu; g l'accélération due à la pesaïUeur, dirigée sui- 
vant la verticale, que nous prenons pour origine des 
inclinaisons. 

Si nous appelons l'inclinaison de la vitesse en M 
et ds l'élémenl de trajectoire correspondant, il est clair 
que l'éqiiipollence du mouvement peut s'écrire 

(!) M=/.6^.. 

D'un autre côté, l'accélération totale se compose de g^ 
d'une part, et de r, dirigée suivant sa tangente, mais en 
sens contraire du mouvement. Donc 

(a) (B«M = ^-r69. 

Or, en prenant la seconde dérivée de (i), il vient 



(3) (B5m = 



' dt dt ~^ ^ di'^ ' 



Identifiant les expressions (a) et (3) et divisant par s"*, 
nous avons 

dt' ' de dt '^ " 

cl, en égalant les parties réelles et imaginaires, 

dl dt[ ^ ^'" ' 

Telles sont les detix équations difFérentielics du raoti- 
veraent cherché. 
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EXEKGICES SUR LE CHAPITRE l\. 

1. Calculer l'accélération tangentielle et l'accélération nor- 
male du troisième ordre, dans un mouvement plan quelconque, 
au moyen de la vitesse et des rayons de courbure des déve- 
loppées successives. 

Calcul de dérivation (2Î5). On trouve 

pour l'accélération tangentielle et 

pour l'accélération normale. 

2. Calculer les composantes de l'accélération du deuxième et 
du troisième ordre du mouvement d'un point sur un plan : 
1° suivant le rayon vecteur issu d'un point fixe ; 2° perpendicu- 
lairement à ce rayon vecteur. 

Application du procédé indiqué au n° 226. On trouve, en appclanL 
/■', r", ... la vitesse et les accélérations suivant te rayon vecteur, et 
ui', k", . .. la vitesse et les accélérations angulaires, 

3. Connaissant,àun instant quelconque, la position d'un point 
mobile X sur un plan, sa vitesse XUq et ses accélérations suc- 
cessives XUi, XUî, . .,, détenniner les tangentes et les rayons 
de courbure des trajectoires décrites par les points Uoi Ui, 
Ui, .... 

On a D^=x-f-w„, en appelant iï„ l'accélération d'owlro n. De là 

Çf^, _ tîx d«^, = ~^v/ = XI) + XU 
dt dl dû dt "*' ° ' "*" 
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L doQc; la vilesse cl 
.ion du problème. 



r accélération du point U„, c 



4. On. a, sur un plan, n. points mobiles Xj, X5, . , ., X„ res- 
peciivement animés des vitesses XiV], XîVj, . . ., X,iV„. Pour 
chacun d'eux, on construit le triangle OAY directement sem- 
blable à OXV, OA étant une droite fixe de longueur donnée . 
Pour un point Z, ayant la vitesse ZU, on construit aussi le 
tviangle OAT, directement semblable à OZU. Comment le 
point Z doit-il être déduit des points Xj, Xj, . , ., Xn pour que 
T soit, à chaque instant, le baryceutre des points Y], Y^, . . , , Y„? 



On ï 



n demandée donne 



OZ est donc la moyenne géométrique de OX,, OX,, 
pliéc par une droite ci 



S. Un mobile parcourant une trajctoire plane M^M suiva m 
une loi quelconque, on suppose que k poids spécifique p de 
cette courbe en chaque point vaiie aussi et l'on détermine le 
baryceutre X de l'arc quelconque M M 

Montrer que le point mobile \ poursuit a chaque instant le 
point M, si bien que la tiajectoiie de \ e^t une ligne de pour- 
suite de M. 

Cette conception fort remarquable des lignes de poursuite, duc à 
M. E. Cesaro, se démontre très simplement par les équipoUences; 



df.fpds = (m — s)/irfs, 
e qui démontre [a propriété énoncée rfs |j m — i.. Le rappor 
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li. Une figure plane se meut dans un plan, de ti 
deux de ces points A et B restent constamment sur deux droites 
rectangulaires fixes OX, OY; on sait que le point A esi animé 
li'un mouvement uniforme. Déterminer, pour une époque quel- 
conque, l'accélération d'an point M de la droite AB en gran- 
deur et ea direction. 

(Licence, Paris, novembre 187g.) 
Soient 

0A = = = <-<, OB =^i?. = i\/a'-v'l; 

V étant constante et a représentant gpAB. Appelons l la longueur de 





a-l 


; 


da 
\dt' 




d'« 


l d'à 
a df' 


=- 


alv 




iW 


{a'-^H') 




/accélération c; 


A const 


^amm 


eut parallclc 


à OY. 



7. On suppose qu'un plan P soit lié invariablement à un 
cercle C roulant sur un cercle fixe G de même rayon ; de plus, 
le point de contact de C ei G' se meut uniformément sur G. 
Trouver, pour une position quelconque de P, le point de ce 
plan dont l'accélération est nulle. 

(Licence, Paris, juillet 1883.) 



Prenons k vitess 
m.m. On a 


e angulaire pour 1 


mité; 


Si M est lé poiat c 
ccEitre d& C\ il vien 


.herclié, M^ sa pos 


ition 


C.\I 


= CC'-|-C'M= 20 


:é + 


La dérivée seconde 


est 






-Hf' + îE'C, 


,MJ^ 
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11 faul donc qu'on ait 

c; M, = — - 



ï 4 

8- Plusieurs mobiles M,, M^, ..., M^ se déplacent sur un 
plan suivant des hyperLoles décentres Oj. O2, ..., Op, de telle 
sorte que les accéléraiions sont à chaque instant représentées 
par les droites OjMi, OîMî, . . ,, OpMp. Démontvei' que leur 
barycentre M se déplace aussi suivant une hyperbole. 

Les équipollences des divers mouvements peuvent être écrites : 
0,M, = 0,A, CUi +0,B, Shi, 

0,,Mj,= Oj,A.^ dit + O^B^ Sht, 

en désignant par A,, A,, . . ., Aj, les positions initialas des mobiles et 
par 0,A,, OjAj, ..., O^Aj, leurs vitesses initiales. 
En les ajoutant et divisant ensuite par p, on a 

0M = 0AChi-i-0BSli2, 

ce qui démontre !a proposition, 0, A, B étant respective ment les ba- 
rycentres de 0„ 0„ ..., Oj,, de A„ A,, .--, A^,, et de B,, B„ ■■■,B^. 

Une propriété pareille s'applique à des mouvements s'exécutant 
dans des plans difTérents les uns des autres. 

Il est facile d'établir des propriétés correspondantes pour les mou- 
vements elliptiques ou paraboliques analogues et, en générai, pour 
nu ensemble de mouvements, même dans des plans différents, qui 
seraient représentés par des équipollences de la forme 
0M = 0Xf{t) + OSf{e). 

Le mouvement du barycentre des raobiles est alors représenté par 
une équipolleoce de même forme, ce qui prouve, en particulier, que 
ce mouvement s'accomplit dans un plan. 
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Osculation d'une conique avec une courbe 326 

Cjclflïde 23o 

Exercices sur le Chapitre VU 335 



CHAPITRE VIII. 



- Des 



197-198. Interprétation de l' equipollence Y = tf(x) 

199-200. Propriété isogonale des transformations monogènes.. 

201-202. Relation entre les rayons de courbure 

203. Égalité 

204-205. Homothétie; similitude 

206. Transformation Y = x" 

207-208. Transformation exponentielle 

Î09-212, Eïlension de la formule y = fia) des coordonnées 



Exercices sur le Chapitre VIII .. 
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CHAPITRE IX. - ArpHCAi 



Î13-217. Mouyemeni d'un point, — Vitesses 264 

218-S19. Accélérations 361) 

220-222. Accélérations centrales 171 

223-224. Autres propriétés des accélérations 3j5 

225-227. Accélérations des divers ordres 176 

228-230. Mouvement d'une figure plane sur son plan 279 

231-232. Mouvement d'une figure plane qui reste semblable à 

elle-même ^86 

233. Mouvement d'un point pesant dans un milieu résistant. 288 

Exercices sur le Chapitre IX. 190 
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LIBRAIRIE DE GAUTHIER-VILLARS. 



IRTRODUCIION 



MÉTHODE DES QUATERNIONS, 



Par C.-A. LAISANT, 



Un volume io 8° <lo xxri-a^a pages 



Les premiers essais d'applieation de ia méthode des quateinions en 
France remontent en 1862. Ils furent présentés par M. Allégret, dans 
une Thèse de doctorat. Prouhet, qui l'a signalée dans les Nouvelles An- 
nales (2' série, t. II, i863, p. 333), lui a consacré une courte analyse 
bibliographique, eniremÉlée d'appréciations peu encourageantes pour 
l'avenir des quatemions, 

Dooie ans après, en i874i ^- Hoiiel publiait, dans la Théorie élé- 
mentaire des quantités complexes, commencée en 1867, une exposi- 
tion élémentaire du Calcul des Quaternions. Cet Ouvrage a été le pre 
mier, édité en France, qui ait cherché à vulgariser l'élude des quater- 
nions en la rendant accessible à tous les géomètres de notre pays. 
Néanmoins, en dehors de ces deu\ tentatives, la méthode des quaternions. 
n'a pas trouvé en France de nombreux, partisans; elle a surtout été en 
faveur chez les géomètres étrangers, parmi lesquels nous devons signaler, 
en Angleterre, W.-R. Hamilton, leur inventeur; en Italie, G, Bellavitis; 
en Allemagne Unveriagt. 

Depuis la publication de ce nouvel algorithme, il y a aujourd'hui près 
de trente ans, très peu de géomètres français en ont propagé l'emploi ; 
mais nous croyons savoir que la méthode des quaternions commence à 

Sénétirer dans le çublic mathématique fraiiçais, et nous n'hésitons pas 
en attribuer l'initiative aux efforts soutenus de M.. Laisant pour la 
vulgarisation de la méthode des équipollences, qui, on peut le dire, a 
préparé l'avènement de la méthode des quaternions. C'est dans les 
Nouvelles Annales de Mathématiques {%' série, t. XII et XIII, 1873- 
iftîif ) que M. Laisant a signalé les applications de la Géométrie ana- 
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lytique plane due â M. G. Bellavitis. Il eût été désirable que ce méniô 
Recueil renfermât aussi la généralisation des équipoUences, ou leurexten- 
sion à la Géométrie de l'espace; mais l'auteur a préféré publier direc- 
tement l'Ouvrage. 

Comme il le déclare lui-même, il a cru devoir adopter presijue 
eiclusivement les notations introduites par M. Houel; mais la rédaction 
de son Ouvrage est indépendante de tout auti'e traité, et peut-être 
contiibuera-l-elle à lui attirer de nombreuses adiésions. Il n'a pas 
voulu non plus suivre l'Ouvïge d'Hamilton et en publier une sorte de 
traduction. Ce travail vient justement d'être entrepris par M, Plarr, 
pour l'Ouvrage classique de M. Tait, qui a vulgarisé depuis longtemps 
les quaternions en Angleterre. 
Le Livre de M. Laisant se divise en onze Chapitres. 
Le premier Chapitre est consacré à la définition des vecteurs et à leurs 
combinaisons tes plus simples, par addition et par soustraction. Ces 
vecteurs sont les expressions de translations i-ectilignes, et toutes les 
Tègles de l'Algèbre ordinaire s'appliquent rigoureusement aux addi- 
tions et soustractions de vecteurs ayant une direction unique, et aux 
multiplications de ces vecteurs par des nombresalgébriquesréels. Comme 
applications, signalons la démonstration des propriétés des diagonales 
d un quadrilatère, des hauteurs et des médianes d'un triangle, etc. 

Le Chapitre II traite des opérations analogues effectut îs sur les bira- 
diales, on rapports géométriques de deux vecteurs. 

Les règles du calcul algébrique ne s'appliquent plus à ces opéra- 
tions. C'est ainsi que la multiplication est simplement associative, et 
cesse d'être commutative. 

La représentation analytique des biradiales définit une expression de 
quatre termes dont l'ensemcle a reçu pour ce fait la dénomination de 
quaternion. On leconnatt que ce syraoole est égal au produit de son 
module par son quaternion unitaire ou verseur. 

La propriété associative de la multiplication est essentielle dans la 
théorie oes quaternions. C'est ainsi que AB n'est pas égal à BA, que 
AîB' est très différent de (AB)^. 

L'algèbre des quaternions présente donc certaines difficultés spéciales, 
et, ajoute l'auteur, « on peut en profiler pour faire la critique de la 
méthode des quaternions, et déclarer qu'il y a là un inconvénient fonda- 
mental et grave. 

» Mais cet inconvénient résulte de la nature même des choses. Il re- 
présente la traduction exacte, formelle, d'un fait précis. 

B Je crois, pour mon compte, qu'il faut chercher dans ce procédé 
d'exposition trop exclusivement analytique l'une des causes principales 
de la défaveur dans laquelle les quaternions sont restés si longtemps en 
France, défaveur dont ils commencent à, peine à se relever, alors qu'à 
l'étranger, en Angleterre et en Amérique surtout, on en fait tant 
d'usage dans toutes les branches des iVIathématiques apphquées. 

B On ne s'étonnera donc pas que nous ayons tenu à appuyer constam- 
ment le début de notre exposition sur des considérations géométriques, 
avec nne. insistance qui pourrait sembler excessive et presque puérile 
sans les considérations qui précèdent, o 

Une fois arrivé à la définition et à la notation des quaternions, l'au- 
teur croit devoir plus fréquemment livrer le lecteur à lui-même, pour 
parcourir successivement les sujets traités dans le reste de l'Ouvrage. 
On y étudie la ligne droite et le plan, le cercle ot la sphère, puis on 
définit dans le Chapitre IV la différentiation des quaternions pour l'in- 
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telligence des piapriétéa des tangentes aux. coniques étudiées dans les 
Chapitres VI, VII et VIII. 
Le Chapitre IX est consacré à l'élude de plusieurs formules --'■■''■ — 
u produit de trois, quatre et plusieurs vecteurs, et i ' 



Le Chapitre X traite de la résolution des équations du premier de- 
gré, c'est-à-dire des équations, qui contiennent un qu a terni on inconnu à 
la première puissance avec des quaternions connus. Ces notions jjeuvent 
avoir leur utilité pour l'étude des surfaces du second ordre, qui forme 
le sujet du Chapitre XI qui termine l'Ouvrage, 

Chacun des Chapitres renferme des applications à divers problèmes 
el est suivi de douze à quinze énoncés a'esercices proposés. Plusieurs 
d'entre eus, relatifs ans propriétés des tétraèdres, ont été commu- 
niqués à l'auteur par M. Geni^, à qui nous devons déjà plusieurs con- 
trihutions à l'étude des quaternions, en Géométrie et en Mécanique. 

L'examen de ces énoncés y fait reconnaître plusieurs propriétés nou- 
velles et dignes d'attention. 

Toutes les dispositions adoptées par l'auteur font reconnaître en 
lui la préoccupation de faciliter la lecture de son Ouvrage et Tinilia- 
tion ans nouvelles méthodes qu'il a pour but d'introduire dans notre 
pays. Cette préoccupation apparaît d'une manière frappante, et l'auteur 
lui-même croit devoir en avertir ; « Je me suis, dit-il, constamment 
efforcé de rendre l'enchaînement des idées aussi clair que possible, à tel 
point qu'on pourrait peut-être me reprocher une minutie excessive et 
une trop grande insistance sur des choses presque évidentes; mais on 
ne saurait trop s'attacher à aplanir les difficultés lorsqu'il s'agit d'une 
étude nouvelle, a 

U est à souhaiter que, grâce à cette précieuse qualité de ce Livre, I?. 
méthode des quaternions finisse par triompher des préjugés qui ont, 
en France, retardé son développement. 

H. Brocard. 
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